
2024 台台台大大大數數數學學學系系系特特特殊殊殊選選選才才才試試試題題題

(1) 在空間中固定一點 P 和兩個平面 Ω 和 Σ，若 P 不在 Ω 和 Σ 上， 假設 A ∈ Ω 且

直線
←→
PA 交 Σ 於 A′, 則稱 A′ 是 A 經由 P 的投影。

(a) 設 P = (1, 0,−1)，Ω = {(x, y, z) | z = 0} ⊂ R3，Σ = {(x, y, z) | z = 1} ⊂
R3。 考慮圓 γ = {(x, y, 0) ∈ R3 | x2 + y2 = 1} ⊂ Ω， 描述 γ 經由 P 的投影

的軌跡。

(b) 設 O = (0, 0, 0)， 將 Ω 換成球面 x2 + y2 + z2 = 1。 考慮球面上的圓 γ: x+ z = 1

x2 + y2 + z2 = 1

描述 γ 經由 O 的投影的軌跡。

(c) 續 (b)， 考慮球面上的圓 γα: x+ z = cosα+ sinα, 0 < α < π
4

x2 + y2 + z2 = 1

證明 γα 經由 O 的投影的軌跡是橢圓且求出其長短軸長。γα 的投影軌跡可以

窮盡所有橢圓的大小和形狀嗎?

(2) (a) 考慮三元一次實係數線性方程組 x+ y− z = 2
x+ 2y+ z = 3
x+ y+ (k3 − 7k + 5)z = k

請問當 k 為何值時此方程組在 R3 中有唯一的解？當 k 為何值時此方程組在

R3 中有無窮多個解？ 當 k 為何值時此方程組在 R3 中沒有解？

(b) 對於任何 v ∈ Rn，我們定義 v 的長度為 ‖v‖ =
√
〈v, v〉， 其中 〈, 〉 是 Rn 中

的標準內積。如果在 (a) 的線性方程組有無窮多個解的情況下，請找出有最

小長度的解。

(c) 考慮四元一次實係數線性方程組 2x+ y+ 2z+ w = 11
9

y + w = 7
9

4x + 4z = 8
9

請在 R4 中找出其擁有最小長度的解。
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(3) 令 n 是一個大於 1 的整數且 In = {1, 2, 3, ..., n}。 若一個 In 到 In的映射 T 滿足

下列性質： 存在兩個整數 1 ≤ i < j ≤ n 使得 T (i) = j，T (j) = i，並且對所有

k ∈ In \{i, j}都有 T (k) = k ，則我們稱 T 為一個交換映射並重寫 T = T(i,j)。我

們定義一個循環映射 rn : In → In 如下：對所有 1 ≤ i ≤ n−1我們有 rn(i) = i+1

並且 rn(n) = 1。

(a) 令 n > 2，請證明對三個相異整數 a, b, c ∈ In,

T(a,c) ◦ T(a,b) = T(a,b) ◦ T(b,c) = T(b,c) ◦ T(a,c).

(b) 請證明任何一個一對一的映射 g : In → In 都可以寫成若干個交換映射的合

成。 （提示：數學歸納法。）

(c) 請證明單位映射 U : In → In (即對所有 i ∈ In 都有 U(i) = i) 只能寫成偶數

個交換映射的合成。

(d) 試證若 n 為奇數，則 rn只能寫成偶數個交換映射的合成 ；反之，若 n 為偶

數，則 rn 只能寫成奇數個交換映射的合成。

(4) 我們想要討論定義在 R 上的函數 x 7→ sin(x) 與 x 7→ cos(x) 相關的不等式。

(a) 證明對於所有 x ≥ 0，我們有 sin(x) ≤ x 還有 cos(x) ≥ 1− x2

2 。

提示：你可以考慮函數 x 7→ x − sin(x) 並對他微分，然後對另一個函數也使

用類似的方法。

(b) 對於所有整數 n ≥ 0 還有 x ∈ R，我們定義

fn(x) =
n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
, gn(x) =

n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
.

使用數學歸納法來證明：

∗ 如果 n ≥ 0 是偶數，那對 x ≥ 0，我們有 sin(x) ≤ fn(x) 和 cos(x) ≤
gn(x)；

∗ 如果 n ≥ 0 是奇數，那對 x ≥ 0，我們有 sin(x) ≥ fn(x) 和 cos(x) ≥
gn(x)。

(c) 均值定理說如果函數 f 在 [a, b]上連續，在 (a, b)上可微，那麼存在 c ∈ (a, b)

使得 f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a)。 證明在 (a) 中，當 x > 0 時，當中的不等

式是嚴格不等式。 對於 (b) 中的不等式，你可以得到什麼結果呢？


