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1. (1) 設 P1P2 · · ·Pn 為一個正 n 邊形而原點 O 為其中心，證明下列 n 個向量和為
零： −−→

OP1 +
−−→
OP2 + · · ·+

−−→
OPn = 0.

(2) 令 θ = 2π
7 ，求

6∑
n=1

cos(nθ) 以及
6∑

n=1
sin(nθ)的值。

(3) 已知一正立方體兩對角線相交，求其交角的值。

2. 假設 f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d 為一個四次有理係數多項式。令 g(x) =
x2 + x+ 1, h(x) = x2 + 3x+ 5。 已知對n = 1, 2, 3, 4, f(n) = g(n)h(n)。試回答下
列問題。
(1) 求 f(x) 除以 x(x+1)的餘式。
(2) 求兩個次數小於2的整係數多項式P (x),Q(x)使得 P (x)g(x) +Q(x)h(x) = 6。
(3) 證明對所有正整數 n, 若n− 1不被3整除,則g(n)與h(n)互質。

3. 對任意向量 (p, q) ∈ R2, 定義數列 S(p, q) = (an)n∈N， 其中 an 滿足 a1 = p,
a2 = q, 且 an+2 = 2an+1 + an, n ∈ N。 例如

S(1, 0) = (1, 0, 1, 2, 5, 12, 29, · · · )
S(0, 1) = (0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, · · · )
S(1, 1) = (1, 1, 3, 7, 17, 41, 99, · · · )

(1) 證明 S(α(p, q) + β(r, s)) = αS(p, q) + βS(r, s)， 其中數列的運算如下：
(a1, a2, · · · , an, · · · )+(b1, b2, · · · , bn, · · · ) = (a1+b1, a2+b2, · · · , an+bn, · · · )
λ(a1, a2, · · · , an, · · · ) = (λa1, λa2, · · · , λan, · · · )
例如上例中 S(1, 1) = S(1, 0) + S(0, 1)。

(2) 若已知 S(p, q), p 6= 0, 是等比數列, 求 q
p。

(3) 從(1)和(2)的結果求出數列 S(1, 1) 一般項的表式 (亦即 an 的公式)。
(若你解答的方法和(1), (2)無關， 只能得部分分數。 )

4. 固定 a, b > 0 並考慮橢圓
x2

a2
+
y2

b2
= 1.

令 P 為此橢圓上的任意一點。
(1) 求過 P 點且與橢圓相切的直線方程式。

(2) 令 M 為橢圓上的一點，使得
−−→
OM 與上題切線平行。求三角形 OPM 的面

積。
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1. (本題數字都是實數) 令二階方陣 I =

[
1 0
0 1

]
.

(1) A =

[
1 2
3 4

]
, X 是某二階方陣. 證明 XA = AX ⇔ X = αI + βA.

(2) X為二階方陣。若對任何二階方陣P , X 都滿足 XP = PX, 證明 X = λI.

2. 考慮編號 1, 2, 3, . . . , N的N個箱子和N本書以及N支筆。現在把這些書以及筆隨機
地放進這些箱子(每個箱子都要有一本書，一支筆)。令 Ai 代表編號 i 的箱子收集
到編號 i 的書以及編號 i 的筆之事件。
(1) P (Ai)的機率是多少 ？ P (Ai ∩Aj), i 6= j, 的機率是多少 ？
(2) 沒有一個箱子同時收集到同樣編號的書以及筆的機率值為何？

3. 固定無理數 x ∈ (0, 1)。 我們定義 b0 = x，並透過遞迴，定義

∀n ≥ 1, an = bbn−1c, bn = 1
bn−1
− bbn−1c.

我們可以注意到，這裡 (an)n≥1 是個正整數數列。 接著，我們定義

∀n ≥ 1, [a1, . . . , an] :=
1

a1 +
1

a2+
1

···+ 1
an

.

對於所有 n ≥ 1，由於 [a1, . . . , an] 是個有理數，我們可以將他寫作
pn
qn

= [a1, . . . , an],

其中 pn 與 qn 是互質的正整數。
在下面問題中，我們取 x =

√
2− 1。

(1) 求 p1, q1, p2, q2, p3, q3, p4, q4 的值。
(2) 令 p0 = 0 及 q0 = 1，證明對於所有 n ≥ 1，存在整數 rn, sn, un, vn 滿足(

pn+1 pn
qn+1 qn

)
=

(
rn sn
tn un

)(
pn pn−1
qn qn−1

)
.

（提示：輾轉相除法。）
(3) 證明對於所有 n ≥ 0，我們有 pn+1qn − pnqn+1 = (−1)n。

4. 請嚴謹地寫出下列問題的證明。
(1) 寫出平面上一個點 Q(a0, b0) 到直線 L : ax+ by = c 的距離公式並證明它。
(2) 均值定理告訴我們，如果 f(x) 為定義在區間 [a, b] 的連續函數，並且在區
間(a, b) 可微，那麼給定任何兩點 s, t，我們有 f(t)− f(s) = f ′(θ)(t− s)，其
中 s < θ < t。使用均值定理來判斷 ex 與 1 + x + x2

2 的大小關係並證明你給

的答案。
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