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Abstract

Given natural numbers n, k, d,M . A partition of n is a set of natural numbers whose
sum is n. A k−partition is a (k, d)−partition if the difference of any two elements is no
less than d. Denote the number of (k, d)−partitions of n by p(n, k, d). A partition is a
[k,M]−partition if the maximum of its elements is no greater than M . Denote the number
of [k,M]−partitions of n by P [n, k,M]. In this work we investigate those two families of
partitions. Our results include the recurrence formulae, relations with ordinary partitions,
symmetry and unimodality.

中中中文文文摘摘摘要要要

給定自然數 n, k, d,M，若 n 可以表示為一組自然數的總和，則 n 的一個「分割」即為該組自

然數所成的集合。若一組 k−分割內的任意兩個元素差距皆至少 d，則稱此 k−分割為 n 的 (k, d)−分
割，並將自然數 n 所有 (k, d)−分割數量以符號記為 p(n, k, d)。若一組 k−分割內的最大元素數值皆
不大於 M，則稱此 k−分割為 n 的 [k,M]−分割，並將自然數 n 所有 [k,M]−分割數量以符號記為
P [n, k,M]。本文研究這兩種分割，得到的結果包括遞迴關係式，並說明 p(n, k, d) 與一般自然數分割

的關係，和證明 P [n, k,M] 的對稱性與當 n = 3 時，P [n,3,M] 的單峰現象。

1 簡簡簡介介介

1.1 研研研究究究動動動機機機

在高中數學課程中，在「不允許空箱」的條件下，「 n 顆相同球」分裝到 k 個相同箱子
的方法數即為整整整數數數無無無序序序分分分拆拆拆問問問題題題，意即將自然數 n 表示成 k 個自然數總和的方法數，記為
p(n, k)。而在允許空箱的條件下，將 n 顆相同球分裝到 n 個相同箱子的方法數為數數數的的的分分分拆拆拆問問問

題題題，記為 p(n)，稱為 n 的的的分分分割割割數數數。

對於一般自然數 n 的分割數，可從中建立遞迴關係式來幫助我們求得分割數。我好奇的
是，若對元素做一些限制是否一樣有類似的結果。因此我著手開始研究在元素的距離上做限制
（稱為 (k, d)−分割）；或在元素的大小上做限制（稱為 [k,M]−分割），試圖建立遞迴關係式
並刻畫出一般通式，並探討與其它分割數的關連性。

1.2 研研研究究究目目目的的的

給定一個自然數 n，令集合 S = {s1, s2, ..., sk} 為自然數 N 的 k 元子集合（集合內元素可

重複），若
k

∑
i=1

si = n，則稱集合 S 為 n 的一個 k−分割。

若 S 滿足任意兩數的差距皆不小於非負整數 d（即對任意相異 i, j ∈ {1,2, ..., k}，∣si−sj ∣ ≥
d 恆成立），則 S 稱為 n 的一個 (k, d)−分割。若 Sn,k,d 為所有 n 的 (k, d)−分割所形成的集
合，則令 p(n, k, d) = ∣Sn,k,d∣。

若 S 最大元素不大於自然數 M（即 max{s1, s2, ..., sk} ≤ M ），則稱 S 為 n 的一
個[k,M]−分割。若 S′n,k,M 為所有 n 的 [k,M]−分割所形成的集合，則令 P [n, k,M] =

∣S′n,k,M ∣。
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我們的研究目的如下：

1. 建立 p(n,3,1)、p(n,4,1) 與 p(n,3,2) 的一般通式；

2. 建立 p(n, k, d) 的遞迴關係式；

3. 建立 (k, d)−分割 與 k−分割的關係；

4. 建立 P [n, k,M] 的遞迴關係式；

5. 在固定 k,M 的情況下，探討 P [n, k,M] 的對稱性與 P [n,3,M] 的單峰現象。

1.3 基基基本本本概概概念念念、、、名名名詞詞詞解解解釋釋釋與與與先先先備備備知知知識識識

首先介紹一些有關自然數分割的基本概念、名詞以及符號的定義。特別地，有關集合內的
元素，我們允許集合符號內可有重複的元素。

1. 自然數分割

給定一個自然數 n ， 若 n 可表示為一組自然數的總和，則該組自然數所成的集合
稱為 n 的一個分分分割割割。例如：考慮 n = 4，則集合 {1,1,1,1}、{1,1,2}、{1,3}、{2,2} 與
{4} 皆為自然數 4 的分割。令 Sn 為自然數 n 所有分割所形成的集合。

分分分割割割數數數：給定自然數 n，定義 p(n) = ∣Sn∣，稱為 n 的分分分割割割數數數。

例如：當 n = 1，顯然可知 p(1) = 1。

因為 2 = 1 + 1，故 p(2) = 2。

因為 3 = 1 + 1 + 1 = 1 + 2，故 p(3) = 3 。

隨著自然數 n 越大，則分割數 p(n) 將快速增加。由已知的文獻中可知 p(100) =

190569292，然而當 n = 1000 時，p(1000) 高達 32位數。

2. k−分分分割割割

若 n 可分割為 k 個自然數的總和，稱為 n 的一個 k−分割。

k−分分分割割割數數數： 令 Sn,k 為 n 所有 k−分割形成的集合，定義

p(n, k) = ∣Sn,k ∣，

稱為自然數 n 的 k−分分分割割割數數數。意即自然數 n 共有 p(n, k) 種不同的 k−分割方法。

例如：因為 6 = 1 + 5 = 2 + 4 = 3 + 3，故 p(6,2) = 3。

又因 6 = 1 + 1 + 4 = 1 + 2 + 3 = 2 + 2 + 2，故 p(6,3) = 3。

在參考文獻中可得知，對於 n 的 k−分割數 p(n, k) 已有性質與遞迴關係如下：

p(n, k) 的的的遞遞遞迴迴迴關關關係係係：

給定自然數 n, k，其中 n ≥ k，則 n 的 k−分割數 p(n, k) 具有下列關係：

(a) p(n,1) = 1、p(n,n − 1) = 1、p(n,n) = 1、p(n,2) = ⌊
n

2
⌋
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(b) p(n, k) = p(n − 1, k − 1) + p(n − k, k)

(c) p(n, k) = p(n − k,1) + p(n − k,2) + ... + p(n − k, k) =
k

∑
i=1

p(n − k, i)

(d) p(n) =
n

∑
k=1

p(n, k)

3. (k, d)−分分分割割割 若一個 k−分割的任意兩個元素的差距皆至少為自然數 d，則稱此 k−分
割為 (k, d)−分割。

(k, d)−分分分割割割數數數：令 Sn,k,d 為 n 所有 (k, d)−分割所形成的集合，定義

p(n, k, d) = ∣Sn,k,d∣，

稱為 n 的 (k, d)−分分分割割割數數數。意即自然數 n 共有 p(n, k, d) 種不同的 (k, d)−分割方
法。特特特別別別地地地，，，當當當 d = 0 時時時，，，定定定義義義 p(n, k,0) = p(n, k)。

例如：

考慮自然數 n = 12，k = 3，d = 1，我們利用表格列舉自然數 12 所有的 (3,1)−分割
{s1, s2, s3}。

s1 1 1 1 1 2 2 3
s2 2 3 4 5 3 4 4
s3 9 8 7 6 7 6 5

可知 p(12,3,1) = 7。

給定自然數 n, k, d，所有 k−分割所形成的集合 Sn,k 必為 Sn 的子集合，而所有

(k, d)−分割所形成的集合 Sn,k,d 必為 Sn,k 的子集合，故 p(n, k, d) ≤ p(n, k) ≤ p(n)。
一般而言 p(n, k, d) 與 p(n) 的差距可以很大。事實上，在固定 n, k 的情況下，隨著差

距 d 的增加，p(n, k, d) 將會快速的下降。因此我將進一步討論 p(n, k, d) 的性質，試圖
從中找到一些特殊的數學結構。建立一些特定遞迴關係則是我的首要目標，此外試圖尋求
p(n, k, d) 一般通式的可能性。

2 研研研究究究內內內容容容

2.1 簡簡簡單單單例例例子子子的的的啟啟啟蒙蒙蒙

為了觀察自然數 n 的 (k, d)−分割數，我著手於數值較小的 k, d 進行探討，觀察其規律與
模式。

2.1.1 p(n,3,1)

首先考慮 k = 3, d = 1 的情形。為了討論自然數 n 的 (3,1)−分割數，我將問題的情境視為
「將 n 顆相同的球，放置 3 個相同的箱子中，在不允許有空箱的情況下，使得每個箱子內的球
數皆不相同的方法數」。將三個箱子依照球的數量，由小到大將箱子依序記為 A1,A2,A3，並
將 Ai 箱內的球數記為 si，其中 i ∈ {1,2,3}，意即 s1 < s2 < s3。

假設 n = 15。因為 s1 < s2 < s3 且 s1 + s2 + s3 = 15，故 s1 < 5。以下將依序討論
s1 = 1,2,3,4 的情形。

3



當 s1 = 1 時，為了使 s1 < s2 < s3，先在 A1,A2,A3 箱內依序放入 1,1,2 顆球，然後將剩

餘的 11 顆球分裝到 A2 與 A3 中，其中要求 A2 所新增的球數不大於 A3 新增的球數。我將結
果以下列表格呈現：

A1 1 1 1 1 1
A2 1+1 1+2 1+3 1+4 1+5
A3 2+10 2+9 2+8 2+7 2+6

可知將剩餘 11 顆球分裝到 A2 與 A3 中，滿足條件的方法數恰為 5 種，換句話說，將
11 分拆成兩個數字共有 11 種情形，可依序將球的數量根據大小關係新增至 A2 與 A3 中。

意即剩餘的 11 顆球分裝到 A2 與 A3 中共有 p(11,2) 種情形。根據 p(11,2) 的性質即可知

p(11,2) = ⌊
11

2
⌋。

當 s1 = 2 時，為了使 s1 < s2 < s3，先在 A1,A2,A3 箱內依序放入 2,2,3 顆球，然後將剩

餘的 8 顆球分裝到 A2 與 A3 中，其中要求 A2 所新增的球數不大於 A3 新增的球數。計算後

知共有 p(8,2) 種情形。

當 s1 = 3 時，計算後知共有 p(5,2) 種情形；而當 s1 = 4 時，計算後知共有 p(2,2) 種情
形。

由上述討論可知，將 15 顆相同的球分裝到 3 個相同的箱子，使其沒有空箱，箱內的數量皆
相異共有 5 + 4 + 2 + 1 = 12 種不同的情形。意即，自然數 15 的 (3,1)−分割數 p(15,3,1) 有下
列關係式：

p(15,3,1) = p(11,2) + p(8,2) + p(5,2) + p(2,2) = ⌊
11

2
⌋ + ⌊

8

2
⌋ + ⌊

5

2
⌋ + ⌊

2

2
⌋ = 12

將上述的方法進行推廣，可延伸至一般自然數 n 的 (3,1)−分割數 p(n,3,1)。故我們有以
下引理：

引引引理理理 1. 　　　

對任意自然數 n ≥ 6， p(n,3,1) =
⌊n−3

3
⌋

∑
i=1

p(n − 3i − 1,2) =
⌊n−3

3
⌋

∑
i=1

⌊
n − 3i − 1

2
⌋。

證證證明明明.

考慮將 n 顆相同的球放至 3 個相同的箱子，在不允許有空箱的情況下，三個箱子依照球的
數量，由小到大將箱子依序記為 A1,A2,A3，並將數量依序記為 s1, s2, s3。換句話說，以下我
用序對 {s1, s2, s3} 表示自然數 n 的 (3,1)−分割，要求 s1 < s2 < s3。由於 s1, s2, s3 皆為自然

數，故 1+ s1 ≤ s2 且 2+ s1 ≤ s3，因此 n = s1 + s2 + s3 ≥ s1 + (1+ s1)+ (2+ s1) = 3s1 + 3，意

即 s1 ≤ ⌊
n − 3

3
⌋。以下針對 s1 的值進行分類討論。

當 s1 = 1 時，為了使得 s1 < s2 < s3，先在 A1,A2,A3 箱內依序放入 1,1,2 顆球，然後

再將剩餘的 n − 4 顆球分裝到 A2 與 A3 中，其中要求 A2 所新增的球數 t2 不大於 A3 新增

的球數 t3。因為 t2 + t3 = n − 4，且 t2 ≤ t3，所以 {t2, t3} 為自然數 n − 4 的 2−分割，可知
{1,1 + t2,2 + t3} 必為自然數 n 的 (3,1)−分割。因為 n − 4 顆球分裝到 A2 與 A3 的方法數等
同於自然數 n − 4 的 2−分割數 p(n − 4,2)，所以當 s1 = 1 時，自然數 n 的 (3,1)−分割共有
p(n − 4,2) 種不同的情形。

考慮一般情形，當 s1 = i ≤ ⌊
n − 3

3
⌋ 時，為了使 s1 < s2 < s3，先在 A1,A2,A3 箱內依序放

入 i, i, i + 1 顆球，再將剩餘的 n − 3i − 1 顆球分裝到 A2 與 A3 中，要求 A2 所新增的球數 t2
不大於 A3 新增的球數 t3。因為 t2 + t3 = n−3i−1，且 t2 ≤ t3，{t2, t3} 為自然數 n− 3i− 1 的
2−分割，可知 {i, i + t2, i + 1 + t3} 必為自然數 n 的 (3,1)−分割。因為 n − 3i − 1 顆球分裝到
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A2 與 A3 的方法數等同於自然數 n − 3i − 1 的 2−分割數 p(n − 3i − 1,2)，所以當 s1 = i 時，
自然數 n 的 (3,1)−分割共有 p(n − 3i − 1,2) 種不同的情形。

根據上述分類討論可知，自然數 n 的 (3,1)−分割數

p(n,3,1) =
⌊n−3

3
⌋

∑
i=1

p(n − 3i − 1,2)。因為對任意自然數 n，p(n,2) = ⌊
n

2
⌋ 恆成立，所以

p(n,3,1) =
⌊n−3

3
⌋

∑
i=1

p(n − 3i − 1,2) =
⌊n−3

3
⌋

∑
i=1

⌊
n − 3i − 1

2
⌋。

若 {s1, s2, ..., sk} 為自然數 n 的 (k, d)−分割，則集合 {s1, s2, ..., sk} 中的最小元素必有一
定的範圍。以下透過簡單的計算，刻畫 (k, d)−分割中最小元素的可能值。

引引引理理理 2. 若自然數 n 有 (k, d)−分割 {s1, s2, ..., sk}，令 s1為 {s1, s2, ..., sk} 中的最小元
素，則

1. n ≥ k +
dk(k − 1)

2

2. s1 ≤ ⌊
n

k
−
d(k − 1)

2
⌋

證證證明明明. （n 與最小元素 s1 的範圍）

考慮將 n 顆相同的球分散放至 k 個相同的箱子，在不允許有空箱的情況下， k 個箱子依
照球的數量，由小到大將箱子依序記為 A1,A2, ...,Ak，並將數量依序記為 s1, s2, ..., sk。換句
話說，以下我們用集合 {s1, s2, ..., sk} 表示自然數 n 的 (k, d)−分割，其中要求 s1 < s2 < ... <
sk。由於 s1, s2, ..., sk 皆為自然數，故 d + s1 ≤ s2 且對任意 i ∈ {1,2, ..., k}，(i − 1)d + s1 ≤ si
恆成立。

1. 考慮 s1, s2, ..., sk 的範圍，s1 ≥ 1 且對任意 i ∈ {1,2, ..., k}，(i − 1)d + s1 ≤ si 恆成立，
所以

n =
k

∑
i=1

si ≥
k

∑
i=1

((i − 1)d + s1) =
k

∑
i=1

s1 + d
k

∑
i=1

(i − 1) = ks1 +
dk(k − 1)

2
≥ k +

dk(k − 1)

2
。

2. 因為 n =
k

∑
i=1

si ≥
k

∑
i=1

((i − 1)d + s1) = d
k

∑
i=1

(i − 1) + ks1 =
dk(k − 1)

2
+ ks1 ，

所以 s1 ≤
n

k
−
d(k − 1)

2
。 由於 s1 為自然數，故 s1 ≤ ⌊

n

k
−
d(k − 1)

2
⌋。

2.1.2 p(n,4,1)

考慮自然數 n 的 (4,1)−分割數，將問題的情境視為「將 n 顆相同的球，放置 4 個相同的
箱子中，在不允許有空箱的情況下，使得每個箱子內的球數皆不相同的方法數」。將四個箱子

依照球的數量，由小到大將箱子依序記為 A1,A2,A3,A4，並將 Ai 箱內的球數記為 si，其中
i ∈ {1,2,3,4}，意即 s1 < s2 < s3 < s4 且 s1 + s2 + s3 + s4 = n。以下對於 s1 進行分類，探討
p (n,4,1) 的值，並建立 (4,1)-分割數與 (3,1)-分割數的關係，因此有以下引理：
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引引引理理理 3. 令 s1 為自然數 n 的 (4,1)-分割 {s1, s2, s3, s4} 中的最小元素。

1. 若 s1 = j，則自然數 n 的 (4,1)-分割 {s1, s2, s3, s4} 共有 p (n − 4j,3,1) 種情形。

2. p (n,4,1) =
⌊n−6

4
⌋

∑
j=1

p (n − 4j,3,1) =
⌊n−6

4
⌋

∑
j=1

⌊n−4j−3
3
⌋

∑
i=1

⌊
n − 4j − 3i − 1

2
⌋

證證證明明明. （當 d = 1 時，降 k）

1. 考慮將 n 顆相同的球分散放至 4 個相同的箱子，在不允許有空箱的情況下，4 個箱子依照

球的數量，由小到大將箱子依序記為 A1,A2,A3,A4，並將數量依序記為 s1, s2, s3, s4。

當 s1 = j 時，為了使得 s1 < s2 < s3 < s4，先在 A1,A2,A3,A4 箱內各放入 j 顆球，然

後再將剩餘的 (n − 4j) 顆球分裝到 A2,A3,A4 中，令 A2,A3,A4 所新增的球數分別為
自然數 t2, t3, t4，並要求 t2 + t3 + t4 = n − 4j 且 t2 < t3 < t4。這意謂著集合 {t2, t3, t4}
為自然數 (n − 4j) 的一個 (3,1)-分割。令 s2 = j + t2、s3 = j + t3、s4 = j + t4，可知
{s1, s2, s3, s4} 為自然數 n 的一個 (4,1)-分割。換句話說，當 s1 = j 時，自然數 n 的
(4,1)-分割數等於 (n− 4j) 的 (3,1)-分割數。因此當 s1 = j 時，自然數 n 的 (4,1)-分割
{s1, s2, s3, s4} 共有 p (n − 4j,3,1) 種情形。

2. 考慮自然數 n的一個 (4,1)-分割 {s1, s2, s3, s4}，根據引引引理理理 2可知 s1 ≤ ⌊
n

4
−

(4 − 1)

2
⌋ =

⌊
n − 6

4
⌋。從 1. 的結論可知，當 s1 = j 時，自然數 n 的 (4,1)-分割 {s1, s2, s3, s4} 共有

p (n − 4j,3,1)種情形，因此考慮所有 s1的可能性，可知 p (n,4,1) =
⌊n−6

4
⌋

∑
j=1

p (n − 4j,3,1)。

根據 引引引理理理 1 的結果可知

p (n − 4j,3,1) =
⌊n−4j−3

3
⌋

∑
i=1

p (n − 4j − 3i − 1,2) =
⌊n−4j−3

3
⌋

∑
i=1

⌊
n − 4j − 3i − 1

2
⌋。

故自然數 n 的 (4,1)-分割數

p (n,4,1) =
⌊n−6

4
⌋

∑
j=1

p (n − 4j,3,1) =
⌊n−6

4
⌋

∑
j=1

⌊n−4j−3
3
⌋

∑
i=1

⌊
n − 4j − 3i − 1

2
⌋。

2.1.3 p(n,3,2)

首先考慮自然數 15 的 (3,2)-分割 {s1, s2, s3}，不失一般性，假設 s1 < s2 < s3，意即
s1 + s2 + s3 = 15、2 + s1 ≤ s2 且 2 + s2 ≤ s3。本文之前已得出自然數 15 的 (3,2)-分割數
p (15,3,2) = 7，並羅列出所有的 (3,2)-分割如下：

s1 1 1 1 1 2 2 3
s2 3 4 5 6 4 5 5
s3 11 10 9 8 9 8 7

t1 1 1 1 1 2 2 3
t2 2 3 4 5 3 4 4
t3 9 8 7 6 7 6 5
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考慮集合 {t1, t2, t3}，其中定義 t1 = s1、t2 = s2 − 1、t3 = s3 − 2，並將集合 {t1, t2, t3} 羅
列如上表。因為 t1 + t2 + t3 = s1 +(s2 −1)+(s3 −2) = 15−3 = 12、1+ t1 ≤ t2 且 1+ t2 ≤ t3，可
知集合 {t1, t2, t3} 為自然數 12 的一個 (3,1)-分割。進一步觀察可知上表即為自然數 12 所有的
(3,1)-分割，然而上述兩個表格具有特定的對應關係，由此可知 p (15,3,2) = 7 = p (12,3,1)。
這意味著 (3,2)-分割與 (3,1)-分割具有特定的關係，我們將此關係式以下面引理呈現：

引引引理理理 4. 任意自然數 n ≥ 9：

1. {s1, s2, s3} 為 n 的 (3,2)-分割 ⇔ {s1, s2 − 1, s3 − 2} 為 (n − 3) 的 (3,1)-分割。

2. p (n,3,2) = p (n − 3,3,1) =
⌊n−6

3
⌋

∑
i=1

p (n − 4 − 3i,2) =
⌊n−6

3
⌋

∑
i=1

⌊
n − 4 − 3i

2
⌋

證證證明明明. （當 k = 3 時，降 d）

令 {s1, s2, s3} 為自然數 n的 (3,2)-分割，其中 s1 < s2 < s3，所以 s1+s2+s3 = n、2+s1 ≤
s2 且 2+s2 ≤ s3。定義 t1 = s1、t2 = s2−1、t3 = s3−2，則 t1+t2+t3 = s1+(s2−1)+(s3−2) =
n − 3、1 + t1 ≤ t2 且 1 + t2 ≤ t3。可知集合 {t1, t2, t3} 為自然數 (n − 3) 的一個 (3,1)-分割。

故 p (n,3,2) ≤ p (n − 3,3,1)。

另一方面，令 {t1, t2, t3} 為自然數 (n − 3) 的 (3,1)-分割，其中 t1 < t2 < t3，所以
t1 + t2 + t3 = n − 3、1 + t1 ≤ t2 且 1 + t2 ≤ t3。定義 s1 = t1、s2 = t2 + 1、s3 = t3 + 2，則
s1 + s2 + s3 = t1 + (t2 + 1) + (t3 + 2) = n、2 + s1 ≤ s2 且 2 + s2 ≤ s3。可知集合 {s1, s2, s3} 為
自然數 n 的一個 (3,2)-分割。故 p (n,3,2) ≥ p (n − 3,3,1)。

綜合上述討論可知，{s1, s2, s3} 為 n 的 (3,2)-分割 等價於 {s1, s2 − 1, s3 − 2} 為 (n − 3)
的 (3,1)-分割。

因此對任意自然數 n ≥ 9，p (n,3,2) = p (n − 3,3,1) 恆成立。

2.2 遞遞遞迴迴迴關關關係係係的的的建建建立立立

對於較小的 k 與 d，本文已討論了一些簡單的關係式，引引引理理理 1 告訴我們當 k = 3、d = 1
時，自然數 n 的 (k, d)-分割數可被刻畫。從 引引引理理理 3 可得知，自然數 n 的 (4,1)-分割數可透過
一系列的 (3,1)-分割數來計算。然而 引引引理理理 4 則說明 (3,2)-分割與 (3,1)-分割的對應關係。以

上引理皆顯示出 (k, d)-分割、(k − 1, d)-分割與 (k, d − 1)-分割必然存在特定的關係。對於自然

數 n 的 (k, d)-分割數 p (n, k, d)，以下我們將試著建立出能讓參數 n, k, d 降低的遞迴關係式。

2.2.1 (k, d)-分分分割割割 → (k − 1, d)-分分分割割割

引引引理理理 3 說明了 (4,1)-分割數可由一系列的 (3,1)-分割數來整合計算，透過 引引引理理理 3 的想
法，我們可以將其推廣，從中建立 (k, d)-分割數與 (k−1, d)-分割數的關係式，故有以下定理：

定定定理理理 1. 給定自然數 n, k, d，其中 n ≥ k +
dk(k − 1)

2
，則

p (n, k, d) =

⌊nk − d(k−1)
2 ⌋
∑
j=1

p (n − kj − (k − 1)(d − 1), k − 1, d)
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證證證明明明. （當 d 固定時，降 k）

考慮將 n 顆相同的球分散放至 k 個相同的箱子，在不允許有空箱的情況下，k 個箱子依照

球的數量，由小到大將箱子依序記為 A1,A2, ...,Ak，並將數量依序記為 s1, s2,⋯, sk。

當 s1 = j 時，為了使得 s1 < s2 < ⋯ < sk−1 < sk，先在A1 箱內放入 j 顆球，此外
在 A2,A3,⋯,Ak 箱內各放入 j + (d − 1) 顆球，然後再將剩餘的 (n − kj − (k − 1)(d − 1)) 顆
球分裝到 A2,A3,⋯,Ak 中，令 A2,A3,⋯,Ak 所新增的球數分別為自然數 t2, t3,⋯, tk，並

要求
k

∑
i=2

ti = (n − kj − (k − 1)(d − 1)) 且 ∀i ∈ {2,3,⋯, k − 1}，皆滿足 ti+1 − ti ≥ d。這意

謂著集合 {t2, t3,⋯, tk} 為自然數 (n − kj − (k − 1)(d − 1)) 的一個 (k − 1, d)-分割。對任意

i ∈ {2,3,⋯, k}，令 si = j + (d − 1) + ti，則可知 {s1, s2,⋯, sk} 即為自然數 n 的一個 (k, d)-分
割。換句話說，當 s1 = j 時，自然數 n 的 (k, d)-分割數等於 (n − kj − (k − 1)(d − 1)) 的
(k − 1, d)-分割數。

因此當 s1 = j 時，自然數 n 的 (k, d)-分割 {s1, s2,⋯, sk} 共有

p (n − kj − (k − 1)(d − 1), k − 1, d) 種情形。根據 引引引理理理 2 可知 s1 = j ≤ ⌊
n

k
−
d(k − 1)

2
⌋。因此

對於自然數 n 的所有 (k, d)−分割 s1, s2,⋯, sk 中，考慮所有 s1 的可能性，可知

p (n, k, d) =

⌊nk − d(k−1)
2 ⌋
∑
j=1

p (n − kj − (k − 1)(d − 1), k − 1, d)。

根據上述 定定定理理理 1，特殊情況當 d = 1 時，自然數 n 的 (k,1)-分割數有以下結果：

結結結果果果 1. 給定自然數 n, k，其中 n ≥ k +
k(k − 1)

2
，則

p (n, k,1) =

⌊nk − (k−1)2 ⌋
∑
j=1

p (n − kj, k − 1,1)。

2.2.2 (k, d)-分分分割割割 → (k, d − 1)-分分分割割割

引引引理理理 4的結果呈現了 (3,2)-分割與(3,1)-分割的對應關係，說明了 p (n,3,2) = p (n − 3,3,1)。
以下我們將其結果推廣，從中建立 (k, d)-分割與 (k, d − 1)-分割的關係。若進一步推演其遞迴

關係，則可得知 (k, d)-分割與 (k,1)-分割的關係式，我們將結果以下列定理呈現：

定定定理理理 2. 給定自然數 n, k, d，其中 n ≥ k +
dk(k − 1)

2
，則

p (n, k, d) = p(n −
k(k − 1)

2
, k, d − 1)。

證證證明明明. （當 k 固定時，降 d）

對任意 i ∈ {1,2,3,⋯, k}，定義 ti = si − (i − 1)。

令 {s1, s2,⋯, sk} 為自然數 n 的 (k, d)-分割，其中 s1 < s2 < ⋯ < sk。可知
k

∑
i=1

si = n 且
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∀i ∈ {1,2,⋯, k − 1}，皆滿足 si+1 − si ≥ d。因為

k

∑
i=1

ti =
k

∑
i=1

(si − (i − 1)) =
k

∑
i=1

si −
k

∑
i=1

(i − 1) = n −
k(k − 1)

2
，

且 ∀i ∈ {1,2,3,⋯, k}，ti+1 − ti = (si+1 − i) − (si − (i − 1)) = si+1 − si − 1 ≥ d − 1 恆成立，可

知集合 {t1, t2,⋯, tk} 為自然數 n −
k(k − 1)

2
的一個 (k, d − 1)-分割。

此外，若 {t1, t2,⋯, tk} 為 n −
k(k − 1)

2
的 (k, d − 1)-分割，其中 t1 < t2 < ⋯ < tk。因為

k

∑
i=1

ti = n −
k(k − 1)

2
，且 ∀i ∈ {1,2,3,⋯, k}，皆滿足 ti+1 − ti ≥ d − 1，所以

k

∑
i=1

si =
k

∑
i=1

(ti + (i − 1)) =
k

∑
i=1

ti +
k

∑
i=1

(i − 1) = n，

且 ∀i ∈ {1,2,3,⋯, k}，si+1 − si = (ti+1 + i) − (ti + (i − 1)) = ti+1 − ti + 1 ≥ d 恆成立。可知集

合 {s1, s2,⋯, sk} 為自然數 n 的一個 (k, d)-分割。

綜合上述討論可知，集合 {s1, s2,⋯, sk} 為 n 的 (k, d)-分割等價於集合 {t1, t2,⋯, tk} 為

n−
k(k − 1)

2
的 (k, d− 1)-分割，其中 ti = si − (i− 1)，∀i ∈ {1,2,3,⋯, k}。因此對任意自然數

n ≥ k +
dk(k − 1)

2
，p (n, k, d) = p(n −

k(k − 1)

2
, k, d − 1) 恆成立。

根據上述 定定定理理理 2，將定理中的關係式不斷迭代，則可得知 (k, d)-分割數與 (k,1)-分割數的
關係，進一步將其轉換為 k-分割數的問題，故有以下結果：

結結結果果果 2. 給定自然數 n, k, d，其中 n ≥ k +
dk(k − 1)

2
，則

p (n, k, d) = p(n −
k(k − 1)(d − 1)

2
, k,1) = p(n −

k(k − 1)d

2
, k)。

證證證明明明.

由 定定定理理理 2 的結果可知，對於 (k, d)-p (n, k, d)，在固定參數 k 的情況下，每當參數 d 下降

1，則參數 n 即可下降
k(k − 1)

2
，意即 p (n, k, d) = p(n −

k(k − 1)

2
, k, d − 1)。將此關係式不

斷的進行變數迭代後，可知當參數 d 下降 d − 1，則參數 n 即可下降
k(k − 1)(d − 1)

2
。其迭代

的過程為：

p (n, k, d) = p(n −
k(k − 1)

2
, k, d − 1) = p(n −

k(k − 1)2

2
, k, d − 2)

= p(n −
k(k − 1)4

2
, k, d − 3) = ⋯ = p(n −

k(k − 1)i

2
, k, d − i) = ⋯

= p(n −
k(k − 1)(d − 1)

2
, k,1) = p(n −

k(k − 1)d

2
, k,0) = p(n −

k(k − 1)d

2
, k)。

由此可知，在固定參數 k 的情況下，

p (n, k, d) = p(n −
k(k − 1)(d − 1)

2
, k,1) = p(n −

k(k − 1)d

2
, k) 恆成立。
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2.3 k−分分分割割割最最最大大大元元元素素素限限限制制制

對於一個 k-分割，若要求元素大小必須控制在某個定值 M 以下，我們研究這樣的特殊
k-分割有幾種不同情形。

2.3.1 [k,M]−分分分割割割

令 M 為自然數，若自然數 n 的一個 k-分割的最大元素不大於 M，則我們稱此 k-分割為
n 的一個 [k,M]-分分分割割割。

[k,M]-分分分割割割數數數： 令 S′n,k,M 為自然數 n 所有 [k,M]-分割所形成的集合。則定義

P [n, k,M] = ∣S′n,k,M ∣，

稱為 n 的 [k,M]-分分分割割割數數數。意即自然數 n 共有 P [n, k,M] 種不同的 [k,M]-分割方法。

例如：

考慮自然數 n = 10, k = 4,M = 6，我們利用表格列舉自然數 10 所有 [4,6]-分割
{s1, s2, s3, s4}，其中要求 s1 ≥ s2 ≥ s3 ≥ s4。可知 P [10,4,6] = 8。

s1 3 3 4 4 4 5 5 6
s2 3 3 2 3 4 2 3 2
s3 2 3 2 2 1 2 1 1
s4 2 1 2 1 1 1 1 1

若 {s1, s2,⋯, sk} 為自然數 n 的 k-分割，則集合 {s1, s2,⋯, sk} 中的最大元素有一定的範
圍。以下透過簡單的計算，刻畫 k-分割中最大元素的可能值，並以下列引理呈現。

引引引理理理 5. 若自然數 n 有 k-分割 {s1, s2,⋯, sk}，令 s1 為 {s1, s2,⋯, sk} 中的最大元素，
則：

1. ⌈
n

k
⌉ ≤ s1 ≤ n − k + 1，

2. 若 M < ⌈
n

k
⌉，則 P [n, k,M] = 0，

3. 若 M ≥ n − k + 1，則 P [n, k,M] = p (n, k)。

證證證明明明. 　

1. 令集合 {s1, s2,⋯, sk} 表示自然數 n 的 k-分割，其中要求 s1為{s1, s2,⋯, sk} 中的最大
元素。若希望 s1 越小越好，則需讓 {s1, s2,⋯, sk} 內的數值越平均越好。故可知 s1 的

最小可能值為 ⌈
n

k
⌉。另一方面，若希望 s1 越大越好，則需讓 {s2,⋯, sk} 內的數值越小

越好。故可知當 s2 = s3 = ⋯ = sk = 1 時，則 s1 = n− k + 1 為最大可能值。由此可知，當

s1 為自然數 n 的 k-分割中最大的數值時，則 ⌈
n

k
⌉ ≤ s1 ≤ n − k + 1 恆成立。

2. 因為自然數 n 的 [k,M]-分割必為 k-分割，令此 [k,M]- 為 {s1, s2,⋯, sk}。若 M <

⌈
n

k
⌉，則 s1 ≤ M < ⌈

n

k
⌉。根據 1. 可知最大數值 s1 ≥ ⌈

n

k
⌉，因此可得矛盾關係
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⌈
n

k
⌉ ≤ s1 < ⌈

n

k
⌉。由此可知，若 M < ⌈

n

k
⌉時，則自然數 n 不存在 [k,M]-分割，意

即 P [n, k,M] = 0。

3. 考慮M ≥ n−k+1。令 {s1, s2,⋯, sk}為自然數 n的 k-分割，其中 s1 為 {s1, s2,⋯, sk}中
的最大元素。根據 1. 可知 s1 ≤ n−k+1，因此 s1 ≤M，意即 {s1, s2,⋯, sk} 為自然數 n
的 [k,M]-分割，故 P [n, k,M] ≥ p (n, k)。此外，根據定義可知自然數 n 的 [k,M]-分
割必為 n 的 k-分割，所以 P [n, k,M] ≤ p (n, k)。由此可知 P [n, k,M] = p (n, k)。

2.3.2 P [n, k,M] 的的的遞遞遞迴迴迴關關關係係係

為了觀察自然數 n 的 [k,M]-分割數，我先著手於數值較小的 k,M 進行分類討論，利用
表格從中觀察規律與模式。考慮自然數 n = 10, k = 4,M = 6，利用表格列舉自然數 10 所有的
[4,6]-分割 {s1, s2, s3, s4}，其中要求 s1 ≥ s2 ≥ s3 ≥ s4。可知 P [10,4,6] = 8。

s1 3 3 4 4 4 5 5 6
s2 3 3 2 3 4 2 3 2
s3 2 3 2 2 1 2 1 1
s4 2 1 2 1 1 1 1 1

將上述表格第一列刪除後，即為集合 {s2, s3, s4} 的情形，將表格分成四個部分，如下所
示：

s1 3 3
s2 3 3
s3 2 3
s4 2 1
P [7,3,3]

s1 4 4 4
s2 2 3 4
s3 2 2 1
s4 2 1 1

P [6,3,4]

s1 5 5
s2 2 3
s3 2 1
s4 1 1
P [5,3,5]

s1 6
s2 2
s3 1
s4 1
P [4,3,6]

觀察可知上述四個表格的行數依序為 P [7,3,3] = 2、P [6,3,4] = 3、P [5,3,5] = 2、P [4,3,6] =

1。由此可知 P [10,4,6] = 8 = P [7,3,3]+P [6,3,4]+P [5,3,5]+P [4,3,6] =
6

∑
i=3

P [10 − i,3, i]。

由上述範例的分析，說明了 [4,M]-分割數可由一系列的 [3,M ′
]-分割數來整合計算，透過

簡單例子給予的啟示，我們將其推廣至一般性，並建立遞迴關係如下：

定定定理理理 3. 給定自然數 n, k,M，其中 ⌈
n

k
⌉ ≤M ≤ n − k + 1，則

P [n, k,M] =
M

∑
i=⌈nk ⌉

P [n − i, k − 1, i]。

證證證明明明.

令 {s1, s2,⋯, sk} 為自然數 n的一個 [k,M]-分割，意即
k

∑
i=1

si = n且 max{s1, s2,⋯, sk} ≤

M。

不失一般性，令 s1 =max{s1, s2,⋯, sk}。當 s1 = i 時，根據 引引引理理理 5 可知 ⌈
n

k
⌉ ≤ i ≤M，

考慮集合 {s2,⋯, sk}，因為
k

∑
i=2

si = n−s1 = n−i，且max{s2,⋯, sk} ≤ s1 = i，所以 {s2,⋯, sk}

為自然數 (n − i) 的一個 [k − 1, i]-分割。
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此外，令 {t2, t3,⋯, tk} 為自然數 (n − i) 的一個 [k − 1, i]-分割，意即
k

∑
i=2

ti = n − i

且 max{t2, t3,⋯, tk} ≤ i。考慮集合 {t2, t3,⋯, tk} ∪ {t1}，其中 t1 = i，可知
k

∑
i=1

ti = n 且

max{t1, t2,⋯, tk} = i ≤M，所以 {t1, t2,⋯, tk} 為自然數 n 的一個 [k,M]-分割。

由上述討論可知，當 s1 = i時，自然數 n 的一個 [k,M]- 分割 {s1, s2,⋯, sk} 共有

P [n − i, k − 1, i] 種不同情形。考慮所有 s1 = i 的可能性，因為 ⌈
n

k
⌉ ≤ i ≤ M，由此可知

P [n, k,M] =
M

∑
i=⌈nk ⌉

P [n − i, k − 1, i]。

2.3.3 P [n, k,M] 的的的對對對稱稱稱性性性與與與單單單峰峰峰現現現象象象

對於自然數 n 的 [k,M]-分割數 P [n, k,M]，我們欲在固定 k 與 M 的情況下，探討
P [n, k,M] 的分布情形。以下針對 k = 3 時，將 3 ≤ n ≤ 15、1 ≤ M ≤ 14 的 [3,M]-分割數
P [n,3,M] 以表格呈現：

H
HHHHn

M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
6 0 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
7 0 0 2 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
8 0 0 1 3 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5
9 0 0 1 3 5 6 7 7 7 7 7 7 7 7
10 0 0 0 2 4 6 7 8 8 8 8 8 8 8
11 0 0 0 1 4 6 8 9 10 10 10 10 10 10
12 0 0 0 1 3 6 8 10 11 12 12 12 12 12
13 0 0 0 0 2 5 8 10 12 13 14 14 14 14
14 0 0 0 0 1 4 7 10 12 14 15 16 16 16
15 0 0 0 0 1 3 7 10 13 15 17 18 19 19

可以從上面的表格中看出，當 k = 3 且 M 為固定數值時，隨著 n 增加，可以觀察出
P [n,3,M] 數值的走勢為先遞增再遞減，此外亦有對稱現象。

由上述表格可知 P [14,3,7] = 7，以下將自然數 14 的 7 種 [3,7]-分割 {s1, s2, s3} 以表格
呈現：

s1 7 7 7 6 6 6 5
s2 6 5 4 6 5 4 5
s3 1 2 3 2 3 4 4

由上述表格亦可知 P [10,3,7] = 7，以下將自然數 10 的 7 種 [3,7]-{t1, t2, t3} 也以表格
呈現。特別地，我們將表格中最左行依順序記為 t1, t2, t3，其中 t1 ≤ t2 ≤ t3：

t1 1 1 1 2 2 2 3
t2 2 3 4 2 3 4 3
t3 7 6 5 6 5 4 4

P [14,3,7] 與 P [10,3,7] 兩個表格有一對一對應關係，若 {s1, s2, s3} 為自然數 14
的 [3,7]-分割，則 {8 − s1,8 − s2,8 − s3} 亦為自然數 10 的 [3,7]-分割，可知 P [14,3,7] =
P [10,3,7]。如下表格所示：
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t1 = 8 − s1 8 − 7 = 1 8 − 7 = 1 8 − 7 = 1 8 − 6 = 2 8 − 6 = 2 8 − 6 = 2 8 − 5 = 3
t2 = 8 − s2 8 − 6 = 2 8 − 5 = 3 8 − 4 = 4 8 − 6 = 2 8 − 5 = 3 8 − 4 = 4 8 − 5 = 3
t3 = 8 − s3 8 − 1 = 7 8 − 2 = 6 8 − 3 = 5 8 − 2 = 6 8 − 3 = 5 8 − 4 = 4 8 − 4 = 4

將此對稱性推廣到一般 P [n, k,M] 與 P [k(M + 1) − n, k,M] 的一對一對應關係，並有
以下定理：

定定定理理理 4. 給定自然數 n, k,M，則

P [n, k,M] = P [k(M + 1) − n, k,M]。

證證證明明明.

令 {s1, s2,⋯, sk} 為自然數 n 的 [k,M]-分割，意即
k

∑
i=1

si = n 且 max{s1, s2,⋯, sk}

≤ M。不失一般性，假設 s1 ≥ s2 ≥ ⋯ ≥ sk。考慮集合 {t1, t2,⋯, tk}，其中 ti = (M + 1) −

si，∀i ∈ {1,2,⋯, k}。透過計算可知
k

∑
i=1

ti =
k

∑
i=1

(M + 1) − si = k(M+1)−
k

∑
i=1

si = k(M+1)−n。

此外，因為 M ≥ s1 ≥ s2 ≥ ⋯ ≥ sk ≥ 1，所以 1 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tk ≤M。由此可知 {t1, t2,⋯, tk}
為自然數 (k(M + 1) − n) 的一個 [k,M]-分割，所以 P [n, k,M] ≤ P [k(M + 1) − n, k,M]。

令 {t1, t2,⋯, tk} 為自然數 (k(M + 1) − n)的一個 [k,M]-分割，意即
k

∑
i=1

ti = k(M +1)−n

且 max{t1, t2,⋯, tk} ≤M。不失一般性，假設 t1 ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tk。考慮集合 {s1, s2,⋯, sk}，其

中 si = (M +1)−ti，∀i ∈ {1,2,⋯, k}。可知
k

∑
i=1

si =
k

∑
i=1

((M + 1) − ti) = k(M +1)−
k

∑
i=1

ti = n。

此外，因為 1 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tk ≤ M，所以 M ≥ s1 ≥ s2 ≥ ⋯ ≥ sk ≥ 1。由此可知
{s1, s2,⋯, sk} 為自然數 n 的一個 [k,M]-分割，所以 P [n, k,M] ≥ P [k(M + 1) − n, k,M]。

綜合上述討論可知，P [n, k,M] = P [k(M + 1) − n, k,M]。

在證明完 P [n, k,M] 的對稱性後，考慮 k = 3,M = 7，我們針對不同的自然數 n，
將 P [n,3,7] 的情形以長條圖表示如下，可看出除了對稱性之外，隨著自然數 n 的增加，
則 [3,7]- 具有先遞增後遞減的現象，我們將此分布特徵稱為單峰現象。以下我們將從觀察

[3,7]-分割的情形，進一步說明，在 k = 3 並固定 M 的情況下，自然數 n 的 [3,M]-分割數
P [n,3,M] 必定具有單峰現象。

P [n,3,7] 的單峰現象
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首先，承上圖對 P [n,3,7]的觀察，我們列出 n從 8 增加到 12時，對應到的所有 [3,7]-分
割：

n 8 9 10 11 12
6 + 1 + 1 7 + 1 + 1 7 + 2 + 1 7 + 3 + 1 7 + 4 + 1
5 + 2 + 1 6 + 2 + 1 6 + 3 + 1 7 + 2 + 2 7 + 3 + 2
4 + 3 + 1 5 + 3 + 1 6 + 2 + 2 6 + 4 + 1 6 + 5 + 1
4 + 2 + 2 5 + 2 + 2 5 + 4 + 1 6 + 3 + 2 6 + 4 + 2
3 + 3 + 2 4 + 4 + 1 5 + 3 + 2 5 + 5 + 1 6 + 3 + 3

4 + 3 + 2 4 + 4 + 2 5 + 4 + 2 5 + 5 + 2
3 + 3 + 3 4 + 3 + 3 5 + 3 + 3 5 + 4 + 3

4 + 4 + 3 4 + 4 + 4

不失一般性，以下討論的分割集合皆由大至小排列。考慮 4 ≤ n ≤ 12，令 {s1, s2, s3} 是
n − 1的一個[3,7]-分割，其中 s1 ≥ s2 ≥ s3。定義 t1 = s1 + 1、t2 = s2、t3 = s3，顯然除了

s1 = 7 的情形外，{t1, t2, t3} 必然是 n 的一個 [3,7]-分割，因此我們根據上述 {s1, s2, s3} 與
{t1, t2, t3} 的定義建立 S′n−1,3,7 與 S′n,3,7 的特殊對應關係，觀察重點為「S′n−1,3,7 中中中無無無法法法

以以以上上上述述述方方方式式式對對對應應應至至至 S′n,3,7 的的的 [3,7]-分分分割割割」以及「S′n,3,7 中中中沒沒沒被被被對對對應應應到到到的的的 [3,7]-分分分割割割」。以

n = 10,11,12 為例，製表如下，並以箭頭呈現對應關係：

將 S′n−1,3,7 中無法對應至 S′n,3,7 的 [3,7]-分割以綠色標示，並將 S′n,3,7 中沒被對應
到的 [3,7]- 以黃色標示。觀察 S′n−1,3,7 與 S′n,3,7，計算「S′n,3,7 中中中黃黃黃色色色標標標示示示的的的數數數量量量減減減掉掉掉

S′n−1,3,7 中中中綠綠綠色色色標標標示示示的的的數數數量量量」，其值恰等於 P [n,3,7] − P [n − 1,3,7]。舉例來說，觀察
S′10,3,7與S′11,3,7 時，由於 S′10,3,7 中有一個綠色標示的 [3,7]-分割（7 + 2 + 1），而 S′11,3,7
中有兩個黃色標示的 [3,7]-分割（5+5+1、4+4+3），因此 P [11,3,7]−P [10,3,7] = 1（多
兩個少一個），可知 P [10,3,7] < P [11,3,7]。

比較 S′n−1,3,7 與 S′n,3,7，不難觀察出，在 S′n−1,3,7 中綠色標示的 [3,7]-分割 {s1, s2, s3}
必滿足「s1 = 7」（分割內最大元素恰等於最大值限制）；然而在 S′n,3,7 中黃色標示的
[3,7]-分割 {t1, t2, t3} 必滿足「t1 = t2 ≥ t3」（分割內最大的兩個數相等）。

考慮一般情形，在 k = 3 並固定 M 的情況下，我將 S′n−1,3,M 中無法對應至 S′n,3,M 的
[3,M]-分割（綠色標示）數量記為「gn−1」；將 S′n,3,M 中沒被對應到的 [3,M]-分割（黃色
標示）數量記為「yn」。定義如下：
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S′n−1,3,M 與與與 S′n,3,M 的的的對對對應應應

在 k = 3 並固定 M 的情況下，集合內的元素皆從大到小排列：

1. 定義 Gn−1 = {{s1, s2, s3} ∈ S
′
n−1,3,M ∣s1 ≥ s2 ≥ s3 且 {s1 + 1, s2, s3} ∉ S

′
n,3,M}，

gn−1 = ∣Gn−1∣。

2. 定義 Yn = {{t1, t2, t3} ∈ S
′
n,3,M ∣t1 ≥ t2 ≥ t3 t1 = t2 ≥ t3}，yn = ∣Yn∣。

根據上述的討論，在 k = 3 並固定 M 的情況下，對於 gn−1 與 yn 我們有以下引理：

引引引理理理 6. 在 k = 3 並固定 M 的情況下，集合內的元素皆從大到小排列：

1. {s1, s2, s3} ∈ Gn−1 ⇔ s1 =M；

此外 gn−1 = p (n − 1 −M,2) = ⌊
n − 1 −M

2
⌋。

2. yn = ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋。

3. P [n,3,M] − P [n − 1,3,M] = yn − gn−1。

證證證明明明. 　

1. 令 {s1, s2, s3} 為 S′n−1,3,M 中的 [3,M]-分割，滿足 s1 ≥ s2 ≥ s3 且 {s1 + 1, s2, s3} ∉

S′n,3,M，則可知 s1 = M，反之亦然。考慮 s2, s3 的可能性，其個數等於自然數 (n −

1 −M) 的 2-分割數。根據 2-分割數的結論可知 p (n − 1 −M,2) = ⌊
n − 1 −M

2
⌋。故

gn−1 = p (n − 1 −M,2) = ⌊
n − 1 −M

2
⌋。

2. 令 {t1, t2, t3} 為S′n,3,M 中的 [3,M]-分割，滿足 t1 = t2 ≥ t3（該分割內最大的兩個數

相等），可知 t1 的取值範圍決定 yn 的值。因為 t1 + t2 < n（
3

∑
i=1

ti = n 且 t3 ≥ 1），

可知 t1 的最大值是 ⌊
n − 1

2
⌋；因為 t1 = t2 ≥ t3，所以 t1 的最小值是 ⌈

n

3
⌉。由此可

知 yn 數量為 ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌈

n

3
⌉ + 1，又因為「∀n ∈ N，⌈

n

3
⌉ = ⌊

n + 2

3
⌋ 恆成立」，故

yn = ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n + 2

3
⌋ + 1 = ⌊

n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋。

3. 在觀察 yn 與 gn−1 的數量前，我們先確認集合 S′n,3,M /Yn 與集合 S′n−1,3,M /Gn−1 的數
量關係。

考慮 {t1, t2, t3} ∈ S
′
n,3,M。若 {t1, t2, t3} ∉ Yn，則 t1 > t2 ≥ t3。因為 t1+t2+t3 = n

且 t1 ≤M，故 {t1 − 1, t2, t3} ∈ S
′
n−1,3,M 且 max{t1 − 1, t2, t3} ≤M − 1。根據 1. 的結

果，可知 {t1 − 1, t2, t3} ∉ Gn−1。

考慮 {s1, s2, s3} ∈ S′n−1,3,M。若 {s1, s2, s3} ∉ Gn−1，則 M > s1 ≥ s2 ≥ s3。因
為 s1 + s2 + s3 = n − 1 且 s1 < M，故 {s1 + 1, s2, s3} ∈ S′n,3,M 且 s1 + 1 ≠ s2。可知
{s1 + 1, s2, s3} ∉ Yn。
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由上述討論可知集合 S′n,3,M /Yn 與集合 S′n−1,3,M /Gn−1有一對一對應關係，所以
∣S′n,3,M /Yn∣ = ∣S′n−1,3,M /Gn−1∣。

因為 P [n,3,M] = ∣Yn∣+∣S
′
n,3,M /Yn∣且 P [n − 1,3,M] = ∣Gn−1∣+∣S′n−1,3,M /Gn−1∣，

所以 P [n,3,M] − P [n − 1,3,M] = ∣Yn∣ − ∣Gn−1∣ = yn − gn−1。

定定定理理理 5. 給定自然數 n,M，若 4 ≤ n ≤
3(M + 1)

2
，則

P [n − 1,3,M] ≤ P [n,3,M]。

證證證明明明.

欲證明 [3,M]- 分割數 P [n,3,M] 隨著自然數 n 的增加，其數量具有單峰現象，意謂著

必須說明在 4 ≤ n ≤
3(M + 1)

2
時，P [n,3,M] − P [n − 1,3,M] ≥ 0 恆成立。根據 引引引理理理 6 中

的結論 (c)，可知 P [n,3,M] − P [n − 1,3,M] = yn − gn−1。這表示證明單峰現象等價於證明
「yn − gn−1 ≥ 0」。

原命題等價於當 4 ≤ n ≤
3(M + 1)

2
時，證明

yn − gn−1 = ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋ − ⌊

n − 1 −M

2
⌋ ≥ 0

恆成立。 以下我們針對 M 的奇偶性分別討論。

1. 當 M 為偶數時：

yn − gn−1 = ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋ − ⌊

n − 1 −M

2
⌋

= (⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1 −M

2
⌋) − ⌊

n − 1

3
⌋ =

M

2
− ⌊

n − 1

3
⌋。

因為 n ≤
3(M + 1)

2
且 M 為偶數，所以 n ≤

3M + 2

2
∈ N。

故 yn − gn−1 =
M

2
− ⌊

n − 1

3
⌋ ≥

M

2
− ⌊

3M+2
2

− 1

3
⌋ =

M

2
− ⌊

M

2
⌋ =

M

2
−
M

2
= 0。

2. 當 M 為奇數時，進一步分為兩類來討論，分別是 M = 4` + 1 和 M = 4` + 3（` ∈ N）：

(a) 假設M = 4` + 1。因為 n ≤
3(M + 1)

2
=
3(4` + 1 + 1)

2
= 6` + 3 為一奇數，故

yn − gn−1 = ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋ − ⌊

n − 1 −M

2
⌋

= ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1 −M

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋ = ⌊

n − 1

2
⌋ − ⌊

n

2
⌋ + 2` + 1 − ⌊

n − 1

3
⌋

≥ 2` − ⌊
n − 1

3
⌋ ≥ 2` − ⌊

(6` + 3) − 1

3
⌋ = 2` − ⌊

6` + 2

3
⌋ = 2` − 2` = 0。
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(b) 假設M = 4` + 3。因為 n ≤
3(M + 1)

2
=
3(4` + 3 + 1)

2
= 6` + 6 為一偶數，故

yn − gn−1 = ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋ − ⌊

n − 1 −M

2
⌋ = ⌊

n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1 −M

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋

= ⌊
n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 1 − (4` + 3)

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋ = ⌊

n − 1

2
⌋ − ⌊

n − 4` − 4

2
⌋ − ⌊

n − 1

3
⌋

= (2` + 1) − ⌊
6` + 5

3
⌋ = (2` + 1) − (2` + 1) = 0。

由 (a), (b) 可知，若 4 ≤ n ≤
3(M + 1)

2
，則 P [n,3,M]−P [n − 1,3,M] = yn − gn−1 ≥ 0。 意

即，當 4 ≤ n ≤
3(M + 1)

2
時，P [n − 1,3,M] ≤ P [n,3,M]。

在 定定定理理理 5 證明了 P [n,3,M] 的單峰現象後，於 P [n,3,M] 的表格中觀察「當 M
固定時，隨著 n 增加，峰頂（P [n,3,M] 為最大值）的數量」。在固定 M 的情況下，
隨著 n 的不同考慮 P [n,3,M] 的最大值，若 P [t,3,M] = max{P [n,3,M] ∣n ∈ N}，則
稱 P [n,3,M] 在 n = t 處為峰頂。此外，將峰頂發生的位置記為「TM」，意即 TM =

{t ∈ N∣∀n ∈ NP [t,3,M] ≥ P [n,3,M]}。在 P [n,3,M] 的表格中可觀察出峰頂的數量 ∣TM ∣

會隨著 M 除以 4 的餘數而有特定規律，進一步延伸 定定定理理理 5 的論證，可得到以下結果：

結結結果果果 3. 對自然數 M，定義 TM = {t ∈ N∣∀n ∈ N, P [t,3,M] ≥ P [n,3,M]}，

則 ∣TM ∣ =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

4 ，M ≡ 0 (mod2)
1 ，M ≡ 1 (mod4)
3 ，M ≡ 3 (mod4)

。

證證證明明明.

首先由 定定定理理理 4 可知對稱性 P [n,3,M] = P [3(M + 1) − n,3,M]，又根據 定定定理理理 5 可知
P [n,3,M] 具有單峰現象。因此在固定 M 的情況下，根據 M 的奇偶性，可知：

1. 當 M 為奇數時，若自然數 t 滿足 t = 3(M + 1) − t，則 P [t,3,M]即為[3,M]-分割數的
最大值，意即 t ∈ TM；

2. 當 M 為偶數時，若自然數 t 滿足 t+ 1 = 3(M + 1)− t，則 P [t,3,M] 與 P [t + 1,3,M]

皆為 [3,M]-分割數的最大值，意即 t ∈ TM且t + 1 ∈ TM。

以下我們針對 M 的奇偶性，利用 定定定理理理 6 與 定定定理理理 5 來刻畫峰頂的數量 ∣TM ∣ 的值。

1. 當 M 為偶數時： 令 M = 2`（` ∈ N），考慮 t + 1 = 3(2` + 1) − t，可得 t = 3` + 1，故
3` + 1 ∈ TM 且 3` + 2 ∈ TM。因為對稱性，證明「P [3` + 1,3,2`] − P [3`,3,2`] = 0」以
及「P [3`,3,2`] − P [3` − 1,3,2`] > 0」，即可確定會有四個峰頂。根據 定定定理理理 6 可知，
上述兩式等價於證明「y3`+1 − g3` = 0」以及「y3` − g3`−1 > 0」，算式如下：

y3`+1 − g3` = ⌊
3`

2
⌋ − ⌊

3`

3
⌋ − ⌊

3` − 2`

2
⌋ = (⌊

3`

2
⌋ − ⌊

3` − 2`

2
⌋) − ⌊

3`

3
⌋ = ` − ` = 0。

y3` − g3`−1 = ⌊
3` − 1

2
⌋ − ⌊

3` − 1

3
⌋ − ⌊

3` − 1 − 2`

2
⌋

= (⌊
3` − 1

2
⌋ − ⌊

3` − 1 − 2`

2
⌋) − ⌊

3` − 1

3
⌋ = ` − ⌊

3` − 1

3
⌋ = 1。

2. 當 M 為奇數時，進一步分為兩類來討論，分別是 M = 4` + 1 和 M = 4` + 3（` ∈ N）：
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(a) 假設 M = 4` + 1。 考慮 t = 3(4` + 2) − t，可得 t = 6` + 3，故6` + 3 ∈ TM。因為對
稱性，我們只要證明「P [6` + 3,3,M]−P [6` + 2,3,M] > 0」，即可確定只有一個
最大值。根據 引引引理理理 6 可知，上式等價於證明「y6`+3 − g6`+2 > 0」。因為 6` + 3 為
奇數，故可得下列算式：

y6`+3 − g6`+2 = ⌊
6` + 2

2
⌋ − ⌊

6` + 2

3
⌋ − ⌊

6` + 2 − (4` + 1)

2
⌋ = 3` + 1 − 2` − ` = 1。

(b) 假設M = 4`+3。 考慮 t = 3(4`+4)− t，可得 t = 6`+6，故 6`+6 ∈ TM。因為對稱
性，我們只要證明「P [6` + 6,3,M]−P [6` + 5,3,M] = 0」以及「P [6` + 5,3,M]−

P [6` + 4,3,M] > 0」，即可確定會有三個最大值。根據 引引引理理理 6 可知，上述兩式等
價於證明「y6`+6 − g6`+5 = 0」以及「y6`+5 − g6`+4 > 0」。因為 6`+ 6 為偶數，故可

得下列算式： y6`+6 − g6`+5 = ⌊
6` + 5

2
⌋ − ⌊

6` + 5

3
⌋ − ⌊

6` + 5 − (4` + 3)

2
⌋ = 3` + 2 −

(2` + 1) − (` + 1) = 0。y6`+5 − g6`+4 = ⌊
6` + 4

2
⌋ − ⌊

6` + 4

3
⌋ − ⌊

6` + 4 − (4` + 3)

2
⌋ =

3` + 2 − (2` + 1) − ` = 1。

由 (a), (b) 可知，固定 M 時考慮 P [n,3,M] 的最大值，峰頂個數 ∣TM ∣ 將依據 M 除以

4 的餘數會對應到不同的數值，而形成一定的規律。

最後，對 [3,M]-分割有一定了解後，考慮 [4,5]-分割，再觀察 P [n,4,5] 的值，仍然具有

單峰現象。若考慮 [k,M]-分割，對於一般的自然數 k，我們亦猜想 P [n, k,M] 必然具有單峰

現象，因此我們提出以下猜想：

猜猜猜想想想 1. 給定自然數 n, k,M，若 k + 1 ≤ n ≤
k(M + 1)

2
，則

P [n − 1, k,M] ≤ P [n, k,M]。

3 討討討論論論

一開始我研究「球與箱子」問題，將「球與箱子」的其中一類型「整數無序分拆問題」做

了數字間的『距距距離離離限限限制制制』，試圖建立遞迴關係式及公式來描述新命題的分割數量。為了使分拆
過程更為簡單明瞭，必須適當地將球數先行放入箱子中，製造出必須滿足的距離條件。此時放

入的球數將會影響到後面的公式及遞迴關係式。我從兩種不同的角度進行分析，分別是「降降降低低低

長長長度度度參參參數數數 k」與「降降降低低低間間間距距距參參參數數數 d」。其中降低參數 d 的方法必須要調整我先行放入的距離差

距，而我設計一種方式可以持續降低參數 d 直到 d = 0 時，便能直接與球與箱子的原命題做連
結。

在研究的過程中，我還對整數無序分拆進行新的『最最最大大大數數數限限限制制制』，再將滿足條件的數字分
割列出並製作圖表進行觀察。我們發現在固定 k 與最大數 M 的情況下，隨著 n 增加，皆會有
對稱性與單峰現象。這看似相當直觀的現象，但棘手的部分正是解釋此現象發生的緣由以及證明
其合理性，我欲建立特殊的一對一對應關係來說明，並提出猜想，試圖透過理性的數學論證，並
釐清醞藏其中的數學結構與真理。
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作品評語

游森棚教授
國立台灣師範大學數學系

將一個正整數 n 寫成若干個正整數之和 (順序不計)，稱為 n 的一個分割 (partition)，每

個正整數稱為此分割的一個部分 (part)。例如 5 = 2 + 2 + 1 的這個分割中，有三個部分，分別

是 2,2,1。

此篇作品中作者考慮了兩個有限制條件的分割問題。第一個問題的限制條件是 ”分割中恰

有 k 個部分，且任意兩個部分差距要不小於 d ”。第二個問題的限制條件是 ”分割中恰有 k 個

部分，且最大 part 不超過 M ”。 核心的問題是: 在兩種限制條件下，分割分別有幾種方法?

在兩個問題中，作者推導出遞迴公式試圖解決核心問題。並且對於幾個特殊的 k, d，可以

得到明確的分割方法數。此外作者亦觀察了第二個問題中，固定特定的 k,M 時，讓 n 變動，

所得到的分割方法數有單峰 (unimodal) 的現象。

整數分割的理論是橫跨組合數學與數論的核心主題之一，歷來已經有非常多的研究，目前

在高等數學上關於整數分割仍有許多未解決的重要問題。整數分割的研究通常利用高等數學中

的生成函數 (generating functions) 當作主要工具。文中的兩類問題都可以明確地寫出生成函

數，因此利用生成函數是可以導出本文中大部分的結果。

雖說如此，但本文作者能夠用自己的語言與方式，經由大量的實驗，觀察以及思考得到一

些結果，研究的精神非常值得肯定。文中處理問題的想法雖然初等，但是卻是寶貴的。一般來

說，學界對於組合結構的單峰性證明仍然沒有一勞永逸的方法，本文是一個相當有意思的例子。

倘若作者能維持對分割問題或數學的熱情，經由高等數學的粹練，未來的發展值得期許。
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