
I 玩遊 C — IC 著色與 IC 指數

國立花蓮高級中學 孫聖晏

指導老師：黃俊豪

摘摘摘要要要

本作品主要在研究由郵票問題衍生而出的 IC 著色問題，即在圖形上 n 個點填入數字，並在符合此
填數字法能夠使此圖生成所有小於等於數字總合的正整數的前提下，求出這些數字和的最大值。本文主

要針對直線圖、環形圖、雙線圖、輪形圖、接近完全圖等圖類來探討其 IC 著色的最大值。

對直線圖，前人最好的結果為：

n2 + 8n − 8
4

≤M(Pn) （參見 [1]）

本文得到的結果為：

n2 + 9n − 271
4
+ rn2

4
≤M(Pn) (當 n = 4s + 3

2
+ rn ≥ 45，其中 − 3

2
≤ rn ≤ 3

2
)

同時，我們可以確定：M(Pn) 的二次項係數是 1

4
。

對環形圖，前人最好的結果為：

n2 + 2n − 1
2

≤M(Cn) （參見 [1]）

本文得到的結果為：

n2 + 7n − 241
4
+ rn2

2
≤M(Cn) (當 n = 4s + 3

2
+ rn ≥ 12，其中 − 3

2
≤ rn ≤ 3

2
)

對雙線圖，本文得到的結果為：

6 ⋅ 2n − 7 ⋅ 2n
2 + 1 ≤ (1 +

√
2)n+3 + (1 −√2)n+3

4
− 2n − 7

2

對輪形圖，前人最好的結果為：

2n + 10 ≤M(Wn) （參見 [5]）

本文得到的結果為：
2n + 12 ≤M(Wn) （當 n ≥ 5 時）

對接近完全圖，本文主要研究 Kn − Pr 以及 Kn −K1,m，得到的結果為：

2n − 2r + 2 ≥M(Kn − Pr) ≥ 2n − 9 ⋅ 2r−4 + 1 (1 ≤ r ≤ n − 1)
M(Kn −K1,m) = 2n − 2m − 1 (n ≥m + 1)
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1 簡簡簡介介介

1.1 研研研究究究動動動機機機

高三參加校內數學競賽時，遇到了一道滿有趣的題目：

「一個圓上有六個點，我們可以在這六個點上各放一個數字，且必須符合以下條件：

1. 填入的數值必須是正整數

2. 設填入的所有數字總和為 n，那麼對於所有正整數 x （1 ≤ x ≤ n），必有某幾個相
鄰的點，其和為 x。

請問：n 的最大值是多少？」

當時我用帶數字的方式湊出答案，但後來和同學討論，才得知有很多湊的方法都比我所湊出
來的答案要大。簡單的加法和不同的位置排法，隱藏著許多神奇的數學性質，使我對這個問題產
生興趣。後來查資料才知道這個問題名叫「IC 著色」。

1.2 完完完整整整題題題目目目敘敘敘述述述

定定定義義義 1. 函函函數 f 把所有的 V ∈ V (G) 對應到一個正整數 f(V )。

定定定義義義 2. fs(H) = ∑

V ∈V (H)

f(V )。

定定定義義義 3. M(G) = max{fs(G) ∣ f 為 G 的 IC-著色}

令 G是一個連通圖，V (G) 為圖 G的頂點集。若對所有的正整 k （1 ≤ k ≤ fs(G)），
皆存在 G 的連通子圖 H 使得 fs(H) = k，則稱 f 為 G 的 IC 著色，並稱 M(G) 為 G
的 IC 指數。

1.3 研研研究究究目目目的的的

由於多數圖形的 IC 指數非常難找，故前人的研究成果多半是在改進各種圖形 IC 指數的上
下界。我們的研究重點在於修正前人所提出的 IC 指數上下界，並專注於下列幾種圖類：

1. 直線圖

如上圖，有 n 個點排成一列，且 Ai 和 Ai+1 有連線（對所有的 1 ≤ i ≤ n − 1）。我們稱

此圖為 Pn。
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2. 環形圖

如上圖，有 n個點排成環狀，且 Ai 和 Ai+1 有連線（對所有的 1 ≤ i ≤ n，An+1 = A1）。

我們稱此圖為 Cn。

3. 雙線圖

如上圖，有兩排共 2n 個點形成的圖，其中 Ai 和 Ai+1、Bi 和 Bi+1、Ai 和 Bi 有連線
（對所有的 1 ≤ i ≤ n − 1，An 和 Bn 亦有連線）。我們稱此圖為 Dn。

4. 輪形圖

如上圖，有 n 個點排成一個環，並有一個點和這 n 個點皆相連。我們稱此圖為 Wn。

5. 接近完全圖

本文主要研究兩種接近完全圖：Kn − Pr 以及 Kn −K1,m，其中 Kn 為 n 個點的完全
圖，K1,m為 1 個點對 m 個點的完全二分圖。Kn − Pr 即為從 Kn 中扣除 Pr 所形成

的圖，Kn −K1,m 即為從 Kn 中扣除 K1,m 所形成的圖。上左右圖分別為 K5 − P3 及

K5 −K1,3 的例子。
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1.4 名名名詞詞詞解解解釋釋釋

1. 對 Pn 而言，我們稱子圖 Hl,k 為由左往右數第 l 格到第 k 個形成的圖。

2. 若是一個圖 G 具有子圖 H，使得 fs (H) = s，則我們稱圖 G 能夠生成 s。

3. 對 Cn 而言，我們稱子圖 Hl,k 為從第一格開始順時針數第 l 格到第 k 個形成的圖。

4. 對 Cn 而言，我們稱子圖 H
′

l,k 為 Hl,k 關於 Cn 的補圖，亦即 H ′

l,k ∪Hl,k = Cn。

5. 在說明如何在一個圖上填入數字時，我們採用以下的表示法：

(a) 若是欲填入 k 個 r，則我們以「填入 (k) 個 {r}」來表示。例如：欲在圖上連續填

入 5 個 2，則我們將其記作「填入 (5) 個 {2}」。

(b) 若是連續填入 k 組數組 {a1, a2,⋯, an}，則我們以「填入 (k) 個 {a1, a2,⋯, an}」
來表示。例如：欲在圖上依序填入 1、2、1、2，則我們將其記作「填入 (2) 個
{1,2}」。

6. 對 Dn 而言，第 n 行第 k 列的數我們稱之為 (n, k)，其中 k 只能是 1 或 2。

2 研研研究究究內內內容容容

2.1 直直直線線線圖圖圖 Pn

我們將重心放在下界。前人針對 Pn 下界的最佳結果為
n2

+ 8n − 8

4
≤ M (Pn)（參見

[1]），以下我們將給出更好的方法。

定定定理理理 1.1.
n2

+ 8n − 4 − r2n
4

≤M (Pn)，當 n = 4s + rn，其中 −1 ≤ rn ≤ 2。

在證明之前，先證明一個引理。

引引引理理理 1.1. 設在圖 Pr 上填入 r 個數字 a1, a2,⋯, ar，且圖 Pr 能夠生成所有小於等於 fs (Pr)

的正整數。那麼在圖 Pr 後再填入 (1) 個 {fs (Pr) + 1} 與 (max(ai) − 1) 個 1，並將這個圖稱
為 Pr+max(ai)

，則 Pr+max(ai)
能生成所有小於等於 fs (Pr+max(ai)

) 的正整數。

證證證明明明.

由於 Pr 是 Pr+max(ai)
的一個連通子圖，所以 Pr+max(ai)

能生成所有小於等於 fs (Pr) 的
正整數。

對 fs (Pr) + 1， 直接取在 Pr 後面填入的 fs (Pr) + 1 即可。

對 fs (Pr) + 1 + ar + . . . + ai ≤ x ≤ fs (Pr) + ar + . . . + ai−1，取子圖

Hmax(ai)−x+fs(Pr)+1+ar+...+ai,max(ai)+i−1

所以 Pr+max(ai)
能生成所有小於等於 fs (Pr+max(ai)

) 的正整數。

現在證明 定定定理理理 1.1。

證證證明明明.

取圖 Pn 填入數字如下：(k-2)個 {1}，(1)個 {2}，(N −2k−1)個 {1}，(1)個 {k}，(L)

個 {N}，(1) 個 {N −k}，(1) 個 {k+1}，(k−2) 個 {1}，(1) 個 {N(L+2)+k−1}，(N −1)
個 {1}，其中 2N +L − 1 = n。則 fs (Pn) = N (2L + 5) + 2k − 4。
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1. 說明圖 Pn 能生成所有小於等於 fs (Pn) 的正整數 x：

由引引引理理理 1.1，再觀察上述填數字法，可以發現 N(L+2)+k−1恰好是 fs (H1,N+L−1)+1。
如果 N 比 k + 1 大，則只須證明 H1,N+L−1 能夠生成所有小於等於 fs (H1,N+L−1) 的正
整數即可。

(a) 1 ≤ x ≤ N − 1：取子圖 H2N+L−x,2N+L−1

(b) N ≤ x ≤ N(L + 1)：

對 x = Nr，其中 1 ≤ r ≤ L，取子圖 HN−k,N−k−1+r

對 Nr + 1 ≤ x ≤ Nr + k − 1，其中 1 ≤ r ≤ L，取子圖 HN+L−k+1−r,N−k+L+x−Nr

對 Nr + k ≤ x ≤ N (r + 1) − k − 1，1 ≤ r ≤ L，取子圖 HN−k−1−x+Nr+k,N−k−1+r

對 x = N(r + 1) − k，其中 1 ≤ r ≤ L，取子圖 HN−k+L−r,N−k+L

對 x = N(r + 1) − k + 1 ≤ x ≤ N (r + 1) − 1，其中 1 ≤ r ≤ L，取子圖

Hk−1−x+N(r+1)−k+1,N−k−1+r

對 x = N(L + 1)，取子圖 HN−k−1,N−k+L

依此類推，一樣的方法可以生成 N (L + 1) ≤ x ≤ N (L + 2) + k − 2 的所有正整數。

唯一會出現問題的地方在於 N(L + 1) + k 和 N(L + 2) − k，從目前圖上還找不到能

生成這兩者的連通子圖，所以我們必須找出特殊的 k 值以使圖 H1,N+L−1 能生成這

兩者。

若是我們令 N − k − 1 = k，則 k =
N − 1

2
，且

fs(H1,N−k+L) = N (L + 1) +
N − 1

2
= N (L + 1) + k；

同時 fs (HN−k−1,N−k+L+1) = N (L + 2) −
N − 1

2
= N(L + 2) − k。

恰好使得原本不能生成的兩數得以生成，所以在 k =

N − 1

2
時，H1,N+L−1 能生成

所有小於等於 fs (H1,N+L−1) 的正整數，故 Pn 能生成所有小於等於 fs (Pn) 的正
整數。

2. 求 fs (Pn) 的最大值：

因為 2N +L − 1 = n，所以 L = n + 1 − 2N。

fs (Pn) = N (2L + 5) + 2k − 4 = −(2N −

n + 4

2
)

2

+

n2
+ 8n − 4

4
≤

n2
+ 8n − 4

4

上式等號成立的條件為 N =

n + 4

4
，N、n 皆為正整數。但

n + 4

4
並不一定是正整數，所

以 N 值需取最接近
n + 4

4
的整數：

(a) n = 4s，s 為正整數：取 N =

n + 4

4
，則 fs (Pn) =

n2
+ 8n − 4

4

(b) n = 4s + 1，s 為正整數：取 N =

n + 3

4
，則 fs (Pn) =

n2
+ 8n − 5

4

(c) n = 4s + 2，s 為正整數：取 N =

n + 2

4
，則 fs (Pn) =

n2
+ 8n − 8

4

(d) n = 4s + 3，s 為正整數：取 N =

n + 5

4
，則 fs (Pn) =

n2
+ 6n − 5

4
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故
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

n2
+ 8n − 4

4
≤M (Pn) , 當 n = 4s，其中 s 為正整數

n2
+ 8n − 5

4
≤M (Pn) , 當 n = 4s + 1 或 4s + 3，其中 s 為正整數

n2
+ 8n − 8

4
≤M (Pn) , 當 n = 4s + 2，其中 s 為正整數

經統整後即得：
n2

+ 8n − 4 − r2n
4

≤M (Pn)，當 n = 4s + rn，其中 − 1 ≤ rn ≤ 2。

定定定理理理 1.2.
n2

+ 9n − 217
4
+ r2n

4
≤M (Pn)，當 n = 4s +

3

2
+ rn，其中 −

3

2
≤ rn ≤

3

2
。

證證證明明明.

取圖 Pn 填入數字如下：(k−2)個 {1}，(

N − 2k

2
)個 {2}，(1)個 {1}，(1)個 {k}，(L)

個 {N}，(1) 個 {N − k}，(1) 個 {k + 1}，(k − 2) 個 {1}，(1) 個 {3}，(

N − 2k − 4

2
) 個

{2}，(1) 個 {N(L + 3) − k − 3}，(n − 1) 個 {1}。其中 2N + L − 1 = n。則 fs (Pn) =

N (2L + 7) − 2k − 8。

1. 說明圖 G 能生成所有小於等於 fs (G) 的正整數 x：

和 定定定理理理 1.1 的方法類似，在此不贅述。但此法一樣會遇到和定定定理理理 1.1 的類似的問題，
也就是有一些數無法生成，以定定定理理理 1.2 的而言，此填數法無法生成 N(L + 1) + k。為
此我們須找出特定的 k 值才能使 Pn 生成 N(L + 1) + k。且從 2N + L − 1 = nfs 和
(Pn) = N (2L + 7) − 2k − 8 中可以看出，因為 k 值不影響 N 和 L 的值，所以 k 值越
小，fs (Pn) 越大。

若是我們取 k = 5，則 fs (HN−8
2 ,1+N

2 +L
) = N (L + 1) + 5 = N (L + 1) + k，

恰好使得原本不能生成的數得以生成，所以在 k = 5 時，Pn 能生成所有小於等於 fs(Pn)

的正整數。

2. 求 fs (G) 的最大值：

因為 2N +L − 1 = n，所以 L = n + 1 − 2N。

fs (G) = N (2L + 7) − 2k − 8 = −4N2
+ (2n + 9)N − 18

= −(2N −

2n + 9

4
)

2

+ (

2n + 9

4
)

2

− 18 ≤
4n2

+ 36n − 207

16

上式等號成立的條件為 N =

2n + 9

8
，N、n 皆為正整數。但

2n + 9

8
並不是正整數，所以

N 值需取最接近
2n + 9

8
的整數：

(a) n = 4s，s 為正整數：取 N =

n + 4

4
，則 fs (Pn) =

n2
+ 9n − 52

4

(b) n = 4s + 1，s 為正整數：取 N =

n + 3

4
，則 fs (Pn) =

n2
+ 9n − 54

4

(c) n = 4s + 2，s 為正整數：取 N =

n + 6

4
，則 fs (Pn) =

n2
+ 9n − 54

4

(d) n = 4s + 3，s 為正整數：取 N =

n + 5

4
，則 fs (Pn) =

n2
+ 9n − 52

4
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故
⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

n2
+ 9n − 52

4
≤M (Pn) , 當 n = 4s 或 4s + 3，其中 s 為正整數

n2
+ 9n − 54

4
≤M (Pn) , 當 n = 4s + 1 或 4s + 2，其中 s 為正整數

經統整後即得：
n2

+ 9n − 217
4
+ r2n

4
≤M (Pn)，當 n = 4s +

3

2
+ rn，其中 −

3

2
≤ rn ≤

3

2
。

定定定理理理 1.3. 設 M(pn) = an2
+ bn + c，則 a ≤

1

4
。

證證證明明明.

假設我們找到了最佳著色法，長度為 n，數字總和為 M(pn) = an2
+ bn+ c。假設在這個著

色法中，總和大於等於 kM(pn) 的最小長度子圖為 H(0 ≤ k ≤ 1)，並設其長度為
n

r
。再設子圖

H 左邊剩下的子圖為 J，右邊為 K，長度分別為
n

p
，

n

q
。

首先，由子圖 H 的假設，可以知道所有大於等於 kM(pn) 的數所對應的子圖長度必須大

於等於
n

r
，故所有長度大於等於

n

r
的子圖數目必須大於等於 kM(pn)。由此，我們得到：

(n + 2 − n
r
)(n + 1 − n

r
)

2
≥ (1 − k)M(pn)

對照其二次項系數，可以得到：

(1 −
1

r
)

2

≥ 2(1 − k)a

故

r ≥
1 +

√

2(1 − k)a

1 − 2(1 − k)a
(1)

再者，由於 J，K 的子圖的數字和都小於等於 (1−k)M(pn)，所以在這些子圖中，重複的
數字數至少為：

n
p
(
n
p
+ 1)

2
+

n
q
(
n
q
+ 1)

2
− (1 − k)

M(pn)

2

故

M (pn) ≤
n (n + 1)

2
− (

n
p
(
n
p
+ 1)

2
+

n
q
(
n
q
+ 1)

2
− (1 − k)

M(pn)

2
)

得

M (pn) ≤
1

k

⎛

⎜

⎝

n (n + 1)

2
−

n
p
(
n
p
+ 1)

2
−

n
q
(
n
q
+ 1)

2

⎞

⎟

⎠

對照其二次項系數，可以得到：

1 − 1
p2 −

1
q2

2k
≥ a (2)
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由 (1) 可做以下假設：

1

r
= 1 −

√

2(1 − k)a − t，
1

p
+

1

q
=

√

2(1 − k)a + t，t ≥ 0

那麼：

1 − 1
p2 −

1
q2

2k
≤

1 −
(

√

2(1−k)a+t)
2

2

2k
≤

1 − (1 − k)a

2k

代入 (2)，便可得到：
1 − (1 − k)a

2k
≥ a

移項整理後得到：
1

3k + 1
≥ a

由於 0 ≤ k ≤ 1，所以
1

4
≥ a

命題得證。

2.2 環環環形形形圖圖圖 Cn

我們把重心放在下界的改進，並從簡單的情形一步一步探討。

定定定理理理 2.1.
n2

+ 2n − 2 + r2n
2

≤M (Cn)，當 n = 2s + rn，其中 0 ≤ rn ≤ 1

證證證明明明.

取圖 Cn，任取一格為第一格，順時鐘填入數字如下：(1 個 {1}，(k − 1) 個 {2}，(n − k)
個 {2k}。則 fs (Cn) = 2k (n − k) + 2k − 1。

1. 說明圖 Cn 能生成所有小於等於 fs (Cn) 的正整數 x：

(a) 1 ≤ x ≤ 2k − 1：
對 x = 2r − 1，其中 1 ≤ r ≤ k，取子圖 H1,r

對 x = 2r，其中 1 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 H2,r+1

(b) 2k≤ x ≤ 2k (n − k) + 2k − 1：
對 x = 2ks + 2r，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，1 ≤ s ≤ n − k，取子圖 Hk+1−r,k+s

對 x = 2ks + 2r − 1，其中 1 ≤ r ≤ k，1 ≤ s ≤ n − k，取子圖 H ′

1+r,n−s

故圖 Cn 能夠生成所有小於等於 fs (Cn) 的正整數 x。

2. 求 fs (Cn) 的最大值：

fs (Cn) = 2k (n − k) + 2k − 1 = −2(k −
n + 1

2
)

2

+ 2(

n + 1

2
)

2

− 1 ≤
n2

+ 2n − 1

2

上式等號成立於 k =

n + 1

2
時，k，n 為正整數。但

n + 1

2
不一定是正整數，所以 k 值需

取最接近
n + 1

2
的整數：

(a) n = 2s，s 為正整數：取 k =
n

2
，則 fs (Cn) =

n2
+ 2n − 2

2
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(b) n = 2s + 1，s 為正整數：取 k =
n + 1

2
，則 fs (Cn) =

n2
+ 2n − 1

2

故

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

n2
+ 2n − 2

2
≤M (Cn) ,當 n = 2s，其中 s 為正整數

n2
+ 2n − 1

2
≤M (Cn) ,當 n = 2s + 1，其中 s 為正整數

經統整後即得：
n2

+ 2n − 2 + r2n
2

≤M (Cn)，當 n = 2s + rn，其中 0 ≤ rn ≤ 1。

定定定理理理 2.2.
n2

+ 3n − 33
4
+ r2n

2
≤M (Cn)，當 n = 4s +

3

2
+ rn，其中 −

3

2
≤ rn ≤

3

2

證明之前，先證明一個引理。

引引引理理理 2.1. 若是圖 Cn 能生成所有小於等於
fs(Cn)

2
的正整數，則圖 Cn 能生成所有小於等於

fs(Cn) 的正整數。

證證證明明明.

設圖 Cn 的子圖 H 滿足 fs (H) = x，則 fs (H
′
) = fs (Cn) − x。所以若是圖 Cn 能生成

1,2,⋯
fs(Cn)

2
，則圖 Cn 也能生成 fs (Cn)−1, fs (Cn)−2,⋯,

fs(Cn)

2
等數，也就是圖 Cn 能

生成所有小於等於 fs(Cn) 的正整數，證畢。

現在證明 定定定理理理 2.2。

證證證明明明.

現取圖 Cn，任取一格為第一格，順時鐘填入數字如下：(1) 個 {1}，(k − 1) 個 {4}，(1)

個 {3}，(

n − 2k − 1

2
) 個 {4k + 1}，(k − 1) 個 {4}，(1) 個 {2}，(

n − 2k − 1

2
) 個 {4k + 1}。

則 fs (Cn) = (4k + 1) (n − 2k − 1) + 8k − 2。

1. 說明圖 Cn 能生成所有小於等於 fs (Cn) 的正整數 x：

根據 引引引理理理 2.1，只需要證明圖 Cn 能生成所有小於等於
fs(Cn)

2
的正整數即可，亦即證

明圖 Cn 能生成所有小於等於
(4k + 1) (n − 2k − 1)

2
+ 4k − 1 的正整數。

(a) 1 ≤ x ≤ 4k：
對 x = 4r，其中 1 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 Hn+3

2 ,n+12 +r

對 x = 4r + 1，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 H1,r+1

對 x = 4r + 2，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 Hn+1
2 +k−r,n+12 +k

對 x = 4r + 3，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 Hk+1−r,k+1

對 x = 4k，取子圖 H1,k+1

(b) 4k + 1 ≤ x ≤

(4k + 1) (n − 2k − 1)

2
+ 4k − 1：

對 x = (4k+1)s+4r，其中 0 ≤ r ≤ k−1，1 ≤ s ≤
n − 2k − 1

2
，取子圖 Hn+3

2 −s,n+12 +r

對 x = (4k + 1) s+4r+1，其中 0 ≤ r ≤ k−1，1 ≤ s ≤
n − 2k − 1

2
，取子圖 H ′

2+r,n−s

對 x = (4k + 1) s + 4r + 2，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，1 ≤ s ≤
n − 2k − 1

2
，取子圖

Hn+1
2 +k−r,n+12 +k+s

9



對 x = (4k + 1) s + 4r + 3，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，1 ≤ s ≤
n − 2k − 1

2
，取子圖

Hk+1−r,k+1+s

故圖 Cn 能生成所有小於等於
fs(Cn)

2
的正整數，即圖 Cn 能生成所有小於等於 fs(Cn)

的正整數。

2. 求 fs (Cn) 的最大值：

fs (Cn) = (4k + 1) (n − 2k − 1) + 8k − 2

= −2(2k −
2n + 1

4
)

2

+ 2(

2n + 1

4
)

2

+ n − 3 ≤
4n2

+ 12n − 23

8

上式等號成立的條件為 k =

2n + 1

8
，k，n 皆為正整數。但

2n + 1

8
不為正整數，所以 k

值需取離
2n + 1

8
最近的整數：

(a) n = 4s，s 為正整數：取 k =
n

4
，則 fs (Cn) =

n2
+ 3n − 6

2

(b) n = 4s + 1，s 為正整數：取 k =
n − 1

4
，則 fs (Cn) =

n2
+ 3n − 8

2

(c) n = 4s + 2，s 為正整數：取 k =
n + 2

4
，則 fs (Cn) =

n2
+ 3n − 8

2

(d) n = 4s + 3，s 為正整數：取 k =
n + 1

4
，則 fs (Cn) =

n2
+ 3n − 6

2

故

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

n2
+ 3n − 6

2
≤M (Cn) ,當 n = 4s 或 4s + 3, 其中 s 為正整數

n2
+ 3n − 8

2
≤M (Cn) ,當 n = 4s + 1 或 4s + 2, 其中 s 為正整數

經統整後即得：
n2

+ 3n − 33
4
+ r2n

2
≤M (Cn) , n = 4s +

3

2
+ rn,−

3

2
≤ rn ≤

3

2

定定定理理理 2.3.
n2

+ 4n − 14 − r2n
2

≤M (Cn)，當 n = 6s + rn，其中 −2 ≤ rn ≤ 3。

證證證明明明.

現取圖 Cn，任取一格為第一格，順時鐘填入數字如下：(1)個 {4}，(k−1)個 {6}，(1)個
{3}，(m) 個 {6k+2}，(k−1) 個 {6}，(1) 個 {2}，(m) 個 {6k+2}，(1) 個 {1}，(k−1) 個
{6}，(1)個 {5}，(m)個 {6k+2}，其中 3m+3k+2 = n。則fs (Cn) = (3m+3) (6k + 2)−9。

1. 說明圖 Cn 能生成所有小於等於 fs (Cn) 的正整數 x： 根據 引引引理理理 2.1，只需要證明圖

Cn 能生成所有小於等於
fs(Cn)

2
的正整數即可，亦即證明圖 Cn 能生成所有小於等於

(3m + 3) (3k + 1) − 5 的正整數。

(a) 1 ≤ x ≤ 6k + 1：
對 x = 6r，其中 1 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 Hk+2+m,k+1+m+r

對 4x = 6r + 1，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 H2k+2+2m,2k+2+2m+r

對 x = 6r + 2，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 H2k+m+1−r,2k+m+1

對 x = 6r + 3，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 Hk+1,k+1−r
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對 x = 6r + 4，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 H1,1+r

對 x = 6r + 5，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，取子圖 H3k+2m+2−r,3k+2m+2

對 x = 6k，取子圖 H2k+2m+2,3k+2m+2

對 x = 6k + 1，取子圖 H1,k+1

(b) 6k+2≤ x ≤ (6k + 2) (m + 1) − 1：
對 x = (6k + 2)s + 6r，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，1 ≤ s ≤m，取子圖 Hk+m+2−s,k+m+1+r

對 x = (6k+2)s+6r+1，其中 0 ≤ r ≤ k−1，1 ≤ s ≤m，取子圖H2k+2m+2−s,2k+2m+2+r

對 x = (6k+2)s+6r+2，其中 0 ≤ r ≤ k−1，1 ≤ s ≤m，取子圖H2k+m+1−r,2k+m+1+s

對 x = (6k + 2)s + 6r + 3，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，1 ≤ s ≤m，取子圖 Hk+1−r,k+1+s

對 x = (6k + 2)s + 6r + 4，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，1 ≤ s ≤m，取子圖 H ′

2+r,n−s

對 x = (6k+2)s+6r+5，其中 0 ≤ r ≤ k−1，1 ≤ s ≤m，取子圖H3k+2m+2−r,3k+2m+2+s

對 x = (6k + 2)s + 6k，其中 1 ≤ s ≤m，取子圖 H2k+2m+2−s,3k+2m+2

對 x = (6k + 2)s + 6k + 1，其中 1 ≤ s ≤m，取子圖 H1,k+1+s

(c) (6k + 2) (m + 1) ≤ x ≤ (2m + 1) (6k + 2) − 1：
對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6r，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，0 ≤ s ≤m − 1，取子圖

H2k+m+1−r,3k+2m+2+s

對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6r + 1，其中 −1 ≤ r ≤ k − 2，0 ≤ s ≤m − 1，取子圖

Hk+m+2−s,2k+m+3+r

對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6r + 2，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，0 ≤ s ≤m − 1，取子圖

H ′

2+r,2k+2m+1−s

對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6r + 3，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，0 ≤ s ≤m − 1，取子圖

Hk−r,2k+1+m+s

對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6r + 4，其中 0 ≤ r ≤ k − 1，0 ≤ s ≤m − 1，取子圖

H ′

k+1+s,3k+2m+2−r

對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6r + 5，其中 0 ≤ r ≤ k − 2，0 ≤ s ≤m − 1，取子圖

H ′

k+m+3+r,n−s

對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6k − 5，其中 0 ≤ s ≤m − 1，取子圖 H1,2k+m+1+s

對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6k − 1，其中 0 ≤ s ≤m − 1，取子圖 H ′

k+2+s,2k+2m+1

對 x = (6k + 2)(m + s + 1) + 6k，其中 0 ≤ s ≤m − 1，取子圖 H2k+m+2,3k+2m+3+s

對 x = (6k + 2)(m + s + 1)，其中 0 ≤ s ≤m − 1，取子圖 H2k+m+1,3k+2m+2+s

故圖 Cn 能生成所有小於 (6k + 2) (m + 1) 的正整數，而

(6k + 2) (2m + 1) − 1 > (3m + 3) (3k + 1) − 5 =
fs(Cn)

2

故圖 Cn 能生成所有小於等於 fs(Cn) 的正整數。

2. 求 fs (Cn) 的最大值： 因為 3m + 3k + 2 = n，故 m =

n − 3k − 2

3
。

fs (Cn) = (3m + 3) (6k + 2) − 9 = (n − 3k + 1) (6k + 2) − 9

= −18k2 + 6nk + 2n − 7 = −2(3k −
n

2
)

2
+

n2
+ 4n − 14

2
≤

n2
+ 4n − 14

2

上式等號成立的條件為 k =

n

6
，k，n 皆為正整數。但

n

6
並不一定是正整數，所以 k 值

需取最接近
n

6
的整數：
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(a) n = 6s，s 為正整數：取 k =
n

6
，則 fs (Cn) =

n2
+ 4n − 14

2

(b) n = 6s + 1，s 為正整數：取 k =
n − 1

6
，則 fs (Cn) =

n2
+ 4n − 15

2

(c) n = 6s + 2，s 為正整數：取 k =
n − 2

6
，則 fs (Cn) =

n2
+ 4n − 18

2

(d) n = 6s + 3，s 為正整數：取 k =
n − 3

6
，則 fs (Cn) =

n2
+ 4n − 23

2

(e) n = 6s + 4，s 為正整數：取 k =
n + 2

6
，則 fs (Cn) =

n2
+ 4n − 18

2

(f) n = 6s + 5，s 為正整數：取 k =
n + 1

6
，則 fs (Cn) =

n2
+ 4n − 15

2

故

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

n2
+ 4n − 14

2
≤M (Cn) ,當 n = 6s, 其中 其中 s 為正整數

n2
+ 4n − 15

2
≤M (Cn) ,當 n = 6s + 1 或 6s + 5, 其中 s 為正整數

n2
+ 4n − 18

2
≤M (Cn) ,當 n = 6s + 2 或 6s + 4, 其中 s 為正整數

n2
+ 4n − 23

2
≤M (Cn) ,當 n = 6s + 3, 其中 s 為正整數

經統整即得：
n2

+ 4n − 14 − r2n
2

≤M (Cn) , n = 6s + rn,−2 ≤ rn ≤ 3

定定定理理理 2.4.
n2

+ 7n − 241
4
+ r2n

2
≤M (Cn)，當 n = 4s +

3

2
+ rn，其中 −

3

2
≤ rn ≤

3

2
。

證證證明明明.

我們只須證明 M (Cn) ≥ 2M (Pn−1) + 1 即可。我們在 Pn−1 的尾端加上一個 M (Pn−1) +

1，並將之頭尾相接連成一個 Cn。因為 Pn−1 能生成所有小於等於 M (Pn−1) 的正整數，再
加上 Cn 中有一個 M (Pn−1) + 1，故 Cn 能生成所有小於等於 M (Pn−1) + 1 的正整數。而

M (Pn−1) + 1 >

2M (Pn−1) + 1

2
=

fs(Cn)

2
，由 引引引理理理 2.1，知此填數字法為一 IC 著色，故

M (Cn) ≥ 2M (Pn−1) + 1，將 定定定理理理 1.2 之結果帶入上式即得原命題。

2.3 輪輪輪形形形圖圖圖

前人的研究中，最好的成果為：2n + 10 ≤ M (Wn) ≤ 2n + n (n − 1) + 1，以下我們先證明前人
的結果，並改進給出更好的結果：

定定定理理理 3.1. 2n+10 ≤M (Wn)

證證證明明明.

令形成環的 n 個點分別為 a1, a2,⋯, an，而和這 n 個點都有連結的點為 an+1。設 a1 =

11, a2 = 4, a3 = 2, ai = 2i−1 (4 ≤ i ≤ n) , an+1 = 1，則 fs (Wn) = 2n + 10。以下說明此填數字法

能夠生成所有小於等於 2n + 10 的正整數。

我們先證明：若是將 a1 和 an 的連線去除，並用一樣的填數字法，則此圖（以下簡
稱Wn − e）能夠生成 1 到 2n 的所有正整數。我們採用數學歸納法：

1. n = 4：a2, a3, a4,a5 = 1可生成 1到 11, 13, 14, 15的整數，而 a1+a5 = 12，a1+a2+a5 =
16，故 n = 4 時成立。
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2. 設 n = k 時命題成立，即 Wk − e 能生成 1 到 2k 的所有正整數。那麼當 n = k + 1
時，Wk+1 − e 較 Wk − e 多增加了一個 2k。因為包含 ak+2 的連通子圖可以連續的生成
11，12，13，⋯，2k，故只須證明 Wk+1−e 能生成 2k +1到 2k +10 的所有正整數即可。

2k + 1 = ak+1 + ak+2

2k + 2 = fs (Wk − e) − a4

2k + 3 = ak+1 + ak+2 + a3

2k + 4 = fs (Wk − e) − a2 − a3

2k + 5 = ak+1 + ak+2 + a2

2k + 6 = fs (Wk − e) − a2

2k + 7 = ak+1 + ak+2 + a2 + a3

2k + 8 = fs (Wk − e) − a3

2k + 9 = ak+1 + ak+2 + a4

2k + 10 = fs (Wk − e)

故當 n = k 成立時，n = k + 1 也會成立。由數學歸納法得 Wn − e 能夠生成 1 到 2n 的所
有正整數。

由於 Wn − e 是 Wn 的子圖，所以 Wn 也能生成 1 到 2n 的所有正整數。接下來只需要說
明 Wn 能生成 2n + 1 到 2n + 10 的所有正整數即可。

2n + 1 = fs (Wn) − a4 − an+1

2n + 2 = fs (Wn) − a4

2n + 3 = fs (Wn) − a2 − a3 − an+1

2n + 4 = fs (Wn) − a2 − a3

2n + 5 = fs (Wn) − a2 − an+1

2n + 6 = fs (Wn) − a2

2n + 7 = fs (Wn) − a3 − an+1

2n + 8 = fs (Wn) − a3

2n + 9 = fs (Wn) − an+1

2n + 10 = fs (Wn)

故 Wn 能生成 1 到 2n + 10 的所有正整數，所以 2n + 10 ≤M (Wn)。

定定定理理理 3.2. 2n+12 ≤M (Wn)

證證證明明明.

令形成環的 n 個點分別為 a1, a2,⋯, an，而和這 n 個點都有連結的點為 an+1。設 a1 =

11, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 8, a5 = 2n−1 + 2, ai = 2i−2 (6 ≤ i ≤ n) , an+1 = 1，則 fs (Wn) = 2n + 12。
以下說明此填數字法能夠生成所有小於等於 2n + 10 的正整數。

此圖相當於將 定定定理理理 3.1 的填數字法中 8 和 16 拆開，再塞入一個 2n−1 + 2。依照 定定定理理理 3.1
的證明，理論上這格應該只能填 2n−1，但把 8 和 16 拆開後，除了 a5 之外的所有點形成的子
圖便能夠連續生成 1 到 2n−1 + 2 的所有正整數，故我們取 a5 = 2n−1 + 2。而包含 an+1 的連
通子圖能夠連續的生成 11 到 2n−1 + 10 的數，所以只需證明此填數字法能夠生成 2n−1 + 3 到
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2n−1 + 12 的所有正整數即可。

2n−1 + 3 = a5 + an+1

2n−1 + 4 = fs (Wn) − a5 − a2 − a3

2n−1 + 5 = a5 + an+1 + a3

2n−1 + 6 = fs (Wn) − a5 − a2

2n−1 + 7 = a5 + an+1 + a2

2n−1 + 8 = fs (Wn) − a5 − a3

2n−1 + 9 = a5 + an+1 + a2 + a3

2n−1 + 10 = fs (Wn) − a5

2n−1 + 11 = a5 + an+1 + a4

2n−1 + 12 = a5 + a3 + a4

故 Wn 能生成 1 到 2n + 12 的所有正整數，所以 2n + 12 ≤ M (Wn)。須注意的是，因
為此定理已經假設 a1 = 11, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 8, a5 = 2n−1 + 2，故只有當 n ≥ 5 時此定理成
立。

2.4 雙雙雙線線線圖圖圖

雙線圖的靈感來自學校園遊會時使用的園遊券。學校園遊券一張 100 元，分成兩排，每排
有五格，依序分別是 5 元，5 元，10 元，10 元，20 元。有一次，我想要從中撕下連續的 55
元，找了一段時間才發現可以撕 4 張 10 元和 1 張 5 元。這個問題恰好就是 IC 著色，遂著手
研究。

2.4.1 雙雙雙線線線圖圖圖之之之上上上界界界

對於一個圖來說，其連通子圖數顯然為其 IC 指數的上界。所以我們先求出雙線圖的連通子
圖數以得其上界。

定定定理理理 4.1. M(Dn) ≤
(1 +

√

2)
n+3

+ (1 −
√

2)
n+3

4
− 2n −

7

2

證證證明明明.

設 Dn 的連通子圖數為 an，其中包含 (n,1) 的所有連通子圖數為 bn，包含 (n,1) 及
(n,2) 的所有連通子圖數為 cn。我們可以列出以下等式：

an+1 = 3 + an + 4bn − cn (1)

bn+1 = 2 + 3bn − cn (2)

cn+1 = 1 + 2bn − cn (3)

故 cn = 2 + 3bn − bn+1。將之代入 (3)，得 bn+2 − 2bn+1 − bn − 3 = 0，即

(bn+2 +
3

2
) − 2(bn+1 +

3

2
) − (bn +

3

2
) = 0

解此遞迴式，可得：

bn =

(1 +
√

2)
n+2

+ (1 −
√

2)
n+2

4
−

3

2
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將之代回(2)，可得：

cn =

(2 −
√

2) (1 +
√

2)
n+2

+ (2 +
√

2)(1 −
√

2)
n+2

4
− 1

將之代回(1)，即得：

an+1 − an =

(2 +
√

2) (1 +
√

2)
n+2

+ (2 −
√

2)(1 −
√

2)
n+2

4
− 2

an − an−1 =
(2 +

√

2) (1 +
√

2)
n+1

+ (2 −
√

2)(1 −
√

2)
n+1

4
− 2

⋮

a2 − a1 =
(2 +

√

2) (1 +
√

2)
3
+ (2 −

√

2)(1 −
√

2)
3

4
− 2

全部相加，經化簡後可得：

an =

(1 +
√

2)
n+3

+ (1 −
√

2)
n+3

4
− 2n −

7

2

此即 Dn 的連通子圖數，故 M(Dn) ≤
(1 +

√

2)
n+3

+ (1 −
√

2)
n+3

4
− 2n −

7

2
。

2.4.2 雙雙雙線線線圖圖圖之之之下下下界界界

定定定理理理 4.2. M(Dn) ≥ 6 ⋅ 2n − 7 ⋅ 2
n
2 + 1

證證證明明明.
設 T = 3 ⋅ (2k − 1) + 1。令 (i,1) = (i,2) = 3 ⋅ 2k−1−i (1 ≤ i ≤ k − 1)，(k,1) = 1，(k,2) =

2，(j,1) = (j,2) = 2j−k−1 ⋅ T (k + 1 ≤ i ≤ n)。則 fs (Dn) = 2n−k+1 ⋅ T − 1。以下說明此填數字

法能夠生成所有小於等於 fs (Dn) 的正整數，並求出其最大值。

1. 首先說明 (i,1)fi(i,2) (1 ≤ i ≤ k) 所形成的子圖能夠生成 1 到 T − 1 的所有正整數。我們

使用數學歸納法：

(a) k = 2：即 (1,1) = (1,2) = 3，(2,1) = 1，(2,2) = 2。顯見其能夠生成 1 到 9 的所
有正整數，故 k = 2 時命題成立。

(b) 設 k = n 時命題成立。那麼當 k = n + 1 時，只須證明此圖能夠生成 3 ⋅ (2n − 1) + 1

到 3 ⋅ (2n+1 − 1)的所有正整數即可。而
n+1

∑

m=1

(m,1) =3 ⋅ (2n − 1) + 1。對於所有的

h ∈ [3 ⋅ (2n − 1) + 2,3 ⋅ (2n+1 − 1)]，我們都能將 h 寫做 3 ⋅ (2n − 1) + 1 + s，其中

s ≥ 1。而 s 必定可以唯一的寫做 3v + r0,0 ≤ r0 ≤ 2。設 v = ∑ tp ⋅ 2
p 為 v 的二進

位表示式 (tp = 0 或 1)，那麼 h 可以由以下方法生成：

- r0 = 1：取 (i,1)( 1 ≤ i ≤ n + 1) 和 (n − p,2) (其中 tp = 1) 所形成的子圖

- r0 = 2：取 (i,2)( 1 ≤ i ≤ n + 1) 和 (n − p,1) (其中 tp = 1) 所形成的子圖

故當 k = n 成立時，k = n + 1 亦成立。

綜合以上，由數學歸納法知 (i,1)，(i,2) (1 ≤ i ≤ k) 所形成的子圖能夠生成 1 到 T − 1
的所有正整數。

2. 透過和 1. 類似的方法，我們也可以證明加上 (j,1) = (j,2) = 2j−k−1 ⋅ T (k + 1 ≤ i ≤ n)
後，此圖能夠生成所有小於等於 fs (Dn) 的正整數，在此不多做贅述。
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3. 接著，我們要求出 fs (Dn) = 2n−k+1 ⋅ T − 1 的最大值。 將 T = 3 ⋅ (2k − 1) + 1 代入後，
可得：

fs (Dn) = 6 ⋅ 2n − 2n−k+2 − 3 ⋅ 2k + 1

欲使 fs (Dn) 達最大值，就須使 2n−k+2 + 3 ⋅ 2k 達最小值。

令 f(k) = 2n−k+2 + 3 ⋅ 2k：

解 f(k) ≤ f(k + 1)，可得 k ≥
n

2
解 f(k) ≥ f(k + 1)，可得 k ≤

n

2
故 k =

n

2
時，fs (Dn) 有最大值，為 6 ⋅ 2n − 7 ⋅ 2

n
2 + 1。

2.5 接接接近近近完完完全全全圖圖圖

前人有關 IC 著色的研究中，許多部分著重於接近完全圖的研究。在研究的過程中，我們對
於完全圖扣除任意多條連續的邊所形成的圖 (Kn − Pr ) 和扣除 K1,m 的圖 (Kn −K1,m) 特別
感興趣。特別需要說明的是，Kn − Pr 中所扣除的連續邊並不會形成環。

以下針對這兩種圖的 IC 指數上下界來討論：

定定定理理理 5.1. M(Kn − Pr) ≤ 2n − 2r + 2

證證證明明明.

我們將被扣除的邊上所包含的 r 個點依照順序標示為 a1, a2,⋯, ar。其中，ai 和 ai+1
所形成的子圖並不連續（對 1 ≤ i ≤ r − 1），ai、ai+1 和 ai+2 所形成的子圖也不連續（對
1 ≤ i ≤ r−2），所以圖 Kn−Pr 的連通子圖數為 2n−1−2r+3 = 2n−2r+2，故M(Kn−Pr) ≤

2n − 2r + 2。

定定定理理理 5.2. M(Kn − P3) ≤ 2n − 5

證證證明明明.

設被扣除的連續邊上包含的三個點依序為 a1, a2, a3。取 a1 = 1，a2 = 2n−1 − 4，a3 = 2，剩
下的點 ai 填入 2i−2(4 ≤ i ≤ n)，則 fs(Kn − P3) = 2n − 5。

1. 說明此填數字法能生成所有小於等於 2n − 5 的數：

(a) 1 ≤ x ≤ 2n−1 − 1：
若是我們不看 a2 和所有與 a2 聯結的邊，則剩下的圖恰好是 Kn−1，且填入的數字
是 1，2，4，8，⋯ 2n−2。由於所有小於 2n−1 的正整數都能唯一的表示成若干 2 的
冪次的和，且每個冪次最多用到一次，故 Kn−1 能生成所有小於 2n−1 的數。

(b) 2n−1 ≤ x ≤ 2n − 5：
由於 a2和 1，2均不相連，故和 a2有所連結的連通子圖只能生成 4，5，6，⋯2n−1−
1。所以我們取 a2 = 2n−1 − 4，如此便能生成 2n−1 到 2n − 5 的所有整數。

2. 說明 M(Kn − P3) ≤ 2n − 5：

如果 M(Kn − P3) > 2n − 5，則因為 Kn − P3 的連通子圖數為 2n − 1 − 3 = 2n − 4，故
M(Kn − P3) ≤ 2n − 4，因此 M(Kn − P3) = 2n − 4。

在 n = 1,2 時，此圖並不存在；n = 3 時，此圖被切成了兩個不互相連結的部分，所以不
可能存在 IC 著色。 n = 4 時，經手算可以發現 M(Kn − P3) = 11 。故以下的討論皆假
設 n ≥ 5 。

根據 1 填入的位置不同，我們分三種情況討論：
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(a) 1 = a2：
設 bn 為 an 的重新排列，使得 bi ≤ bi+1 (1 ≤ i ≤ n − 1)。

若 1 = a2，則 2 不能填入 a1 或 a3，否則 b3 = 3。由於1+2+3 = 6，故 b4 ≤ 7，b5 ≤

14，⋯，bk ≤ 7 ⋅2k−4，⋯，bk ≤ 7 ⋅2n−4，那麼
n

∑

k=1

bk ≤ 7 ⋅2n−3−1 ≤ 2n−5 (當 n ≥ 5

時)。

故 2 ∈ {a4, a5,⋯, an}，且 2 = b2。由於 1 + 2 = 3，且不能有總和相同的相異
子圖(否則 fs(Kn − P3) ≤ 2n − 5)，所以 b3 = 4，依此類推得 bk = 2k−1。設
br = a1 = 2r−1，那麼此圖無法生成 2r−1 + 1，故 2r−1 = br ≤ br+1 ≤ +1。又
br+1 ≠ 2r−1 (∵br = 2r−1)，故 br+1 = 2r−1 + 1。以下分兩種情況討論：

i. 若 br+1 ∈ {a4, a5,⋯, an}：br+1 + b1 = b2 + br
ii. 若 br+1 = a2：br+1 + b2 = b1 + b2 + br

皆導致有總和相同的相異子圖，故 M(Kn − P3) ≤ 2n − 5。

(b) 1 ∈ {a4, a5,⋯, an}：
設 {b1, b2,⋯, bn} ⊆ {a4, a5,⋯, an}，其中 bi = 2i−1。以下分三種情況討論：

i. am = 2m−4
(4 ≤m ≤ j)，a1 = 2j−3，at = 2t−3(j + 1 ≤ t ≤ i + 3)，a2 = 2i+1：

由於無法生成 2i+1+2j−3，故必有某個 ax = 2i+1+2j−3。那麼 b1+ax = a1+a2。

ii. am = 2m−4
(4 ≤m ≤ j)，a2 = 2j−3，at = 2t−3(j + 1 ≤ t ≤ i + 3)，a1 = 2i+1：

證明和 i. 類似，在此不多做贅述。

iii. am = 2m−4
(4 ≤ m ≤ j)，a1 = 2j−3，at = 2t−3(j + 1 ≤ t ≤ r)，a3 = 2r−2，as =

2s−2(r + 1 ≤ t ≤ i + 2)，a2 = 2i+1：
證明和 i. 類似，在此不多做贅述。

(c) 1 = a1：
設ai = 2i−3(4 ≤ i ≤ j)。以下分兩種情況討論：

i. a2 = 2j−2：由於無法生成 2j−2 + 1，故 bj = 2j−2 + 1。那麼就會回到 1.(a)(b)
的情況，導致存在總和相同的相異子集。

ii. a3 = 2j−2，ak = 2k−2(j + 1 ≤ i ≤ s)，a1 = 2s−1：和 i. 的情況相同，在此不多
做贅述。

故 M(Kn − P3) 不能是 2n − 4，所以 n ≥ 5 時 M(Kn − P3) = 2n − 5。

依照 定定定理理理 5.2 的做法，我們將其推廣到 Kn − Pr 的情況，得到 定定定理理理 5.3：

定定定理理理 5.3. M(Kn − Pr) ≥ 2n − 9 ⋅ 2r−4 + 1(r ≥ 1)

證證證明明明.

設被扣除的連續邊上包含的點依序為 a1, a2,⋯, ar，剩下的點則為 ar+1, ar+2,⋯, an。
令a1 = 1, ar = 2, a2 = 2n−r+3 − 5, ar−1 = 2n−r+2 − 3, ai = 2n−r+i+1 − 2i(3 ≤ i ≤ r − 3), ar−2 =

2n−1 − 2r−2 + 1，aj = 2j−r+1 (r + 1 ≤ j ≤ n)。則 fs(Kn − Pr) = 2n − 9 ⋅ 2r−4 + 1。以下說明此
填數字法能夠生成所有小於等於 2n − 9 ⋅ 2r−4 + 1 的正整數。

1. 對於 1 到 2n−r+2 − 1 的所有正整數，因為由 a1, ar, ar+1,⋯, an 所形成的連通子圖 (以下
簡稱此圖為 Kp) 為完全圖，故 1 到 2n−r+2 − 1 的所有正整數皆可生成。

2. 對於 2n−r+2 到 2n−r+3 − 4 的所有正整數，因為 ar−1 和 2 不相連，所以和 ar−1 相連的
連通子圖只能連續的生成 3，4，5，⋯，2n−r+2 − 1，故取 ar−1 = 2n−r+2 − 3，如此便能生

成到 2n−r+2 到 2n−r+3 − 4 的所有正整數。

3. 對於 2n−r+3 − 3 到 2n−r+4 − 9 的所有正整數，因為 a2 和 1 不相連，所以和 a2 相連的連
通子圖只能連續的生成 2，3，4，⋯，2n−r+3 − 4，故取 a2 = 2n−r+3 − 5，如此便能生成

2n−r+3 − 3 到 2n−r+4 − 9 的所有正整數。
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4. 對於 2n−r+4 − 8 到 2n−r+5 − 18 的所有正整數，雖然和 a3 相連的連通子圖能連續的生成
1，2，3，4，⋯，2n−r+4−9，但若取 a3 = 2n−r+4−8，則 a4 會因為和 a3 不相連而導致和

a4 相連的連通子圖無法生成 2n−r+4−8，進而導致 a5 必須要等於 a3+a4 < 2n−r+6−32，
這樣將會造成 a5 之後的所有數都比原來 定定定理理理 5.3 所給出的數還要小，那麼其數字總和就
會比 定定定理理理 5.3 給出的和還小。所以我們取 a3 = 2n−r+4 − 9 以避免掉這樣的問題。

5. 以下都和 4. 一樣繼續類推。而我們能取 ar−2 = 2n−1 − 2r−2 + 1 的原因，是因為它
是我們填入的最後一項，不會發生 4. 中所提的問題(因為沒有更後面的項了)。 故

M(Kn − Pr) ≥ 2n − 9 ⋅ 2r−4 + 1(r ≥ 1)。

定定定理理理 5.4. M(Kn −K1,m) = 2n − 2m − 1

證證證明明明.

設被扣除的 K1,m 中，中間的點為 a1，剩下 m 個點分別為 a2，a3，⋯，am+1。剩下完

全不受影響的點則分別為 am+2，am+3，⋯，an。令a1 = 2n−1 − 2m，ai = 2i−2(2 ≤ i ≤ n)。則
fs (Kn −K1,m) = 2n − 2m − 1。以下說明此填數字法能生成 1 到 fs (Kn −K1,m) 的所有正整
數。

1. 1 ≤ x ≤ 2m − 1æ 由於 a2，a3，⋯，am+1 形成一個完全圖 Km，故所有小於等於 2m − 1
的正整數皆可生成。

2. 2m ≤ x ≤ 2n − 2m − 1：令 x = 2n−1 − 2m + s，其中 2m ≤ s ≤ 2n−1 − 1。設 s = ∑ tp⋯2p

為 s 的二進位表示式(tp = 0 或 1)，則取 a1，ap+2(tp = 1) 所形成的連通子圖即可。

故M(Kn −K1,m) ≥ 2n − 2m − 1。
接著說明 M (Kn −K1,m) ≤ 2n − 2m − 1。設 M (Kn −K1,m) > 2n − 2m − 1，則由於

Kn −K1,m 的連通子圖數為 2n − 1 − (2m − 1) = 2n − 2m，故 M (Kn −K1,m) = 2n − 2m。這

意味著存在一種填數字法使得 Kn −K1,m 中沒有總和相同的相異連通子圖。

以下分三種狀況討論：

1. a1 = 1：

(a) 2 ∈ {a2, a3,⋯, am+1}：
因為 2 和 1 不相連，故必有某個 ai = 3；若是 3 ∈ {a2, a3,⋯, am+1}，則必有某個
aj = 4。以下分三種情況討論：

i. {2,3,4,8,⋯,2k} ⊆ {a2, a3,⋯, am+1}，2k+1 ∈ {am+2,⋯, an}，那麼 2k+1 + 2 =

2 + 3 + 4 + 8 +⋯ + 2k，不合。

ii. {2,3} ⊆ {a2, a3,⋯, am+1}， 4 ∈ {am+2,⋯, an}，那麼 4 + 1 = 2 + 3，不合

iii. 2 ∈ {a2, a3,⋯, am+1}，3∈ {am+2,⋯, an}，那麼必有某個 ak = 7。如果 7 ∈

{a2, a3,⋯, am+1}，則必有某個 as = 8，而 8 + 2 = 7 + 3，不合；如果 7 ∈

{am+2,⋯, an}，則 7 + 1 + 2 = 7 + 3，不合。

(b) 2 ∈ {am+2,⋯, an}：
設 {2,4,8,⋯,2k} ⊆ {am+2,⋯, an}，2k+1 ∈ {a2, a3,⋯, am+1}，那麼必有某個 aj =

2k+1 + 1，而 (2k+1 + 1) + 2 = (2k+1) + 1 + 2，不合。

2. 1 ∈ {a2, a3,⋯, am+1}：

(a) {1,2,4,⋯,2k} ⊆ {a2, a3,⋯, am+1}，2k+1 ∈ {am+2,⋯, an}：
由於不能有總和相同的相異連通子圖，所以 a1 = 2i(i ≥ k+2)。那麼因為 a1 和 1 不
相連，故必有某個 aj = 2i + 1, (2i) + (2k+1) = (2i + 1) + 1 + 2 + 4 +⋯+ 2k，不合。
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(b) {1,2,4,⋯,2k} ⊆ {a2, a3,⋯, am+1}，a1 = 2k+1：
因不能有總和相同的相異連通子圖，故必有某個 aj = 2r ∈ {am+2,⋯, an} (r ≥

k + 2)，且 {2
k+2

,2k+3,⋯,2r} ⊆ {a2, a3,⋯, an}。又因為 a1 和 1 不相連，故必有
某個 as = 2k+1 + 1，那麼 (2k+1 + 1) + 2r−1 + 2r−2 +⋯+ 1 = (2k+1) + (2r)，不合。

3. 1 ∈ {am+2,⋯, an}：

(a) {1,2,4,⋯,2k} ⊆ {am+2,⋯, an}，2k+1 ∈ {a2, a3,⋯, am+1}：
由於不能有總和相同的相異連通子圖，所以 a1 = 2i(i ≥ k+2)。那麼因為 a1 和 2k+1

不相連，故必有某個 aj = 2i + 2k+1, (2i) + (2k+1) + (1) = (2i + 2k+1) + (1)，不
合。

(b) {1,2,4,⋯,2k} ⊆ {am+2,⋯, an}，a1 = 2k+1：
由於不能有總和相同的相異連通子圖，所以必有某個 aj = 2r ∈ {a2, a3,⋯, am+1} (r ≥

k+2)，那麼因為 aj 和 a1 不相連，所以必有某個 as = 2k+1+2r，則 (2k+1)+(2r)+

(1) = (2k+1 + 2r) + (1)，不合。

由以上三點得知並不存在fs (Kn −K1,m) = 2n − 2m的填數字法，故M (Kn −K1,m) =

2n − 2m − 1。

3 研研研究究究結結結論論論

經過上述研究，本文得到的結論如下：

1. 直線圖：

n2
+ 9n − 271

4
+ rn

2

4
≤M(Pn) (當 n = 4s +

3

2
+ rn ≥ 45，其中 −

3

2
≤ rn ≤

3

2
)

同時，我們可以確定：M(Pn) 的二次項係數是
1

4
。

2. 環形圖：

n2
+ 7n − 241

4
+ rn

2

2
≤M(Cn) (當 n = 4s +

3

2
+ rn ≥ 12，其中 −

3

2
≤ rn ≤

3

2
)

3. 雙線圖：

6 ⋅ 2n − 7 ⋅ 2
n
2 + 1 ≤

(1 +
√

2)n+3 + (1 −
√

2)n+3

4
− 2n −

7

2

4. 輪形圖：
2n + 12 ≤M(Wn) （當 n ≥ 5 時）

5. Kn − Pr 以及 Kn −K1,m：

2n − 2r + 2 ≥M(Kn − Pr) ≥ 2n − 9 ⋅ 2r−4 + 1 (1 ≤ r ≤ n − 1)

M(Kn −K1,m) = 2n − 2m − 1 (n ≥m + 1)
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4 討討討論論論與與與未未未來來來展展展望望望

1. 對 Pn,Cn,Wn 而言，本文主要針對的是 IC 指數之下界改進，往後可嘗試改進上界，將
IC 指數的範圍再縮得更小。

2. 對 Dn 而言，除了文中所提的下界構造方法之外，我們還找到了另外一種更好的填數字

法。但我們目前仍求不出這種構造方法的總數字和，故並未在文中提出。往後可繼續嘗試

解出這個新方法的數字和。

3. 對 Kn−Pr 而言，根據前人與本文所求出的結果，當 r = 1，2，3，4時，M (Kn − Pr) ≥

2n − 2r−1 − 1。我們猜測應該有 M (Kn − Pr) = 2n − 2r−1 − 1，但 r 大於 4 的情況過於複
雜，無法使用文中分項討論的方式證出。未來希望能找到分項討論之外的方式，能更有效

率的證明 M (Kn − Pr) 的 IC 指數上下界。
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這篇文章主要在研究由郵票問題衍生出來的 IC 著色問題，也就是對於一個圖 G，將其

每一個點賦與一個正整數、其總合為 s，使得任意介於 1 和 s 之間的正整數 k. 都會有 G 的連

通子圖、其所有點所被賦與的數的總合是 k。圖 G 的 IC 指數 M (G) 就是滿足上述條件的最

大可能的 s。一般而言，縱使是很簡單的圖，它的 IC 指數都不容易求得精確值，大部分的結果

是上界及下界。這篇文章主要針對直線圖、環形圖、雙線圖、輪形圖、接近完全圖等圖類來探討

其 IC 指數。

這篇文章首先探討直線圖 Pn 的 IC 指數，以前人得到的最好結果是 (n2
+ 8n − 8) /4 ≤

M (Pn) ≤ n (n + 1) /2。這篇文章用了精巧的計算，將下界大約增加 n/4，也就是 (n2
+ 9n −

52 + tn(tn − 3))/4 ≤M (Pn)，n = 4s + tn、0 ≤ tn ≤ 3（這裡的 tn 相當於文中的 rn + 3/2）。

對於上界，經由論證更得到：如果 M (Pn) = an2
+ bn + c 的話，就會有 a ≤ 1/4。也就是，漸

進來說，下界和真正的答案只有 O (n) 的誤差，這是一個很不錯的結果。

接下來，探討環形圖 Cn 的 IC 指數，以前人得到的最好結果是 (n2
+ 2n − 1) /2 ≤

M (Pn)。這篇文章將下界大約增加 5n/2，也就是 (n2
+ 7n − 58 + tn (tn − 3)) /2 ≤ M (Pn)，

其中 n = 4s + tn、0 ≤ tn ≤ 3（這裡的 tn 相當於文中的 rn + 3/2）。其他如雙線圖、輪形圖、

接近完全圖等圖類的 IC 指數，也都有比前人更好的改進。

整體來說，這篇文章得到的結論不錯，所使用的手法相當細致，是一篇優良的文章。
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