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摘要 

 

本研究是處理關於有相連個數限制的直線、特殊環狀與環狀排列問題。首先，利用樹狀圖尋找各個

文字之間的關係，再利用這些關係求得直線排列的遞迴式；接著，利用遞迴式和生成函數求出直線排列

的一般式。 

    對於特殊環狀排列則先以直線排列的想法計算，再扣除頭尾相連的情形，得到直線排列與特殊環狀

排列之間的關係式，以及特殊環狀排列的一般式。 

    環狀排列時則利用特殊環狀排列的結果，引入 Burnside's lemma 計算，得到特殊環狀排列與環狀

排列之間的關係式和一般式。 

 

1 簡介 
 

1.1 研究動機 
我在同學帶回來的題目中看到非常有趣的一題：「對每一個正整數 n，設  n 表所有由文字 A

或 B 所形成的長度為 n (即 n 個文字排列)的序列，每一個序列不能有超過 3 個 A 連在一起，也不能

有超過 3 個 B 連在一起，試問  2015 除以 12 的餘數為何?」。 

舉例： 5n  時，有 5A,4A1B,3A2B,2A3B,1A4B,5B 六種情形。其中，5A,5B 不合，4A1B,1A4B,部
分不合，所以   55 2 5 5 26A B BAAAA AAAAB BBBBA ABBBB        。 

我們觀察發現，在此特例下排列數有以下關係式：        1 2 3n n n n            4n  。 

所以我們考慮更一般的情形，給定 p種相異的文字 1 2, , ,  pA A A ，我們主要是研究三種不同

的排列方法的排列數：  n 為 n 個文字的直線排列數、  f n 為 n 個文字的位置有編號的環狀排列

數、  c n 為 n 個文字的特殊環狀排列數。而對於相連限制數又分為兩種： p種文字皆最多m個相

連、 p種文字中的 1A最多q個相連。所以總共會有6 種情形。 

 而原來的問題在以上的設定下，就是在探討當 2p  、 3m  且 p種文字皆最多m個相連限制下

 2015  mod  12 的值。 

 

1.2 名詞定義 
 

1.2.1 文字種類以及限制推廣 

(1) ( p值) 將文字種類數由二種文字推向 p種文字 1 2, , ,  pA A A 。 

(2) (m值) 將相連限制數由皆最多三個相連推向皆最多m個相連。 

(3) (  q 值) 將相連限制改為只有一種文字有限制，並將相連限制數推向最多q個相連。 

(4) (特殊環狀排列) 為位置有編號的環狀排列，即旋轉視為不同排列方法，也可以看成直線排列 

 多考慮頭尾相連的情形。例如：當 1A A 且 2A B 時，AAAB有以下四種特殊環狀排列方法。 

 

A
A

B
A B

A
A

A B
A

A
A A

A
B

A
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1.2.2 定義符號 

(1)  n 為n個文字的直線排列數。 

(2)  f n 為n個文字的特殊環狀排列數。 

(3)  c n 為n個文字的環狀排列數。 

(4) k
iA 為連續 k個以上的 iA的直線連串中(由左至右)的第 k個 iA。例如：當 1A A 且 2A B 時， 

 ABAAAA (其中 AAAA那一串的的第二個 A表示為 2A )，則整個直線排列為 1 1 1 2 3 4A B A A A A 。 

(5)  k
iA y 為 n 個文字排列時  y n其中 ，樹狀圖第 y層為 k

iA 的總個數。 

例如：當 2p  、 2m  、 1A A 且 2A B 時，  1 4A 為樹狀圖第 4 層為 1A 的總個數，即下圖

中的三個 1A ，也就是說  1 4 3A  ，而這三種情形分別是 AABA、 ABBA及 BABA。 

  
(6)  iA y 為 n 個文字排列時  y n其中 ，樹狀圖第 y層為 iA的總個數，    k

i i
k

A y A y 。 

1.3 研究架構 

 

利用生成函數 

找文字間的關係 

導出直線排列數的遞迴式 

扣除頭尾相連後新產生

的不合限制情形數 

導出直線排列數的一般式 

導出特殊環狀排列數和

直線排列數的關係式 引用  

導出環狀排列數和特殊

環狀排列數的關係式 

引用歐拉函數 

簡化環狀排列數和特殊環狀排列數的關係式 

畫樹狀圖 
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1.4 研究目的 
1.4.1 探討 p種文字皆最多m個相連時，  n 的遞迴式和一般式。 

1.4.2 探討 p種文字中的一種文字 1A最多q個相連時，  n 的遞迴式和一般式。 

1.4.3 探討 p種文字皆最多m個相連時，  f n 和  n 的關係式。 

1.4.4 探討 p種文字中的一種文字 1A最多q個相連時，  f n 和  n 的關係式。 

1.4.5 探討 p種文字皆最多m個相連時，  c n 和  f n 的關係式。 

1.4.6 探討 p種文字中的一種文字 1A最多q個相連時，  c n 和  f n 的關係式。 

 

2 研究過程 
 

2.1 直線排列 
在求直線排列數的遞迴式之前，先探討文字之間的關係。 

定理 1. 若 p種文字為 1 2, , ,  pA A A ，則      
1 1

p p
k

i i
i i k

y A y A y
 

   。 

證明. 任何一種符合限制的直線排列，其排列方法可以用最後一個文字為 1 2, , ,  pA A A 來做分類 

即    
1

p

i
i
A yy



 ，又因為    k
i i

k
A y A y ，故    

1

p
k
i

i k
A yy



 。                         

定理 2. 若 jA 為 p種文字的其中一種文字，且 jA 沒有相連限制，則    1jA y y  。 

證明. 在樹狀圖第 1y  層的每個文字皆有一個 jA 的分枝，故    1jA y y  。                  

 

定理 3. 若 jA 為 p種文字的其中一種文字，且 jA 有相連限制，則      1 11 k
j j

k
yA y A y    。 

證明. 在樹狀圖第 1y  層的所有文字中，除了 jA 沒有 1
jA 的分枝以外，其餘的文字皆有一個 1

jA 的分

枝，則      1 1 1j jA y A yy    ，又因    k
j j

k
A y A y ，故      1 11 k

j j
k

yA y A y    。    

 

定理 4. 若 iA為 p種文字的其中一種文字，則    1 1k
i iA y A y k   。 

證明. 因為 k
iA 為連續 k個以上的 iA連串中(由左至右)的第 k個 iA，所以在樹狀圖第 1y k  層的每個

1
iA 皆有一個連續 1k  個 iA所組成的分枝，故    1 1k

i iA y A y k   。                           
 
2.1.1 探討 p種文字皆最多m個相連時，  n 的遞迴式和一般式。 

定理 5. p種文字皆最多m個相連時，  n 的遞迴式為  
 

     
1

                                   1  

1            1  

n

m

k

p n m
n

p n k n m


  
 

   







，

。
 

證明. 當1 n m  時，直線排列不會受到相連限制影響，則n個文字皆有 p種選擇，即   nn p 。

當 1n m  時，以下提供兩種做法； 

<法一>：由定理 1 可知    
1

p
k
i

i k
A nn



 ，又因為任意一種滿足條件的直線排列中的任意一條連

串皆不會有一條連串由超過m個文字相連而成，所以對於任意 k
iA ，其上標 k不會超過m，即 

   
1 1

p m
k
i

i k
A nn

 

 ， 
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接著因為定理 4 可知    1 1k
i iA y A y k   ，所以        1

1 1 1 1 1 1

1
p pp m mm

k k
i i i

i k k i k i

A n A n A nn k
     

        

，然後因為定理 3 可知      1 11 k
j j

k
yA y A y    ，即      1

1
1 1

m
k

i i
k

A y Ay y


  ，所以 

              ' '

1 1

1

1 1 ' 1 1 1 1 ' 1
= = 1

p p pm m m m
k k
i i

k i k

pm

i
k i ki k i

A n kn n k A n k n k A n k
      

  
          

           ， 

 

最後又因為定理 1 可知    
1

p
k
i

i k
A nn



 ，即    '

1 ' 1

p m

i
k

i k
A n kn k

 

   ，所以 

             '

1 1 1 ' 1 11

1
p pm m

k
i

m m

kkk i i k
p n k n k pA n k n kn n k

    

          
 

   
 

        。 

<法二>：取 1k  使得前 k個文字都相同、且第 1k  個文字和它們都不同。此時，由相連限制可知

1 k m  。除了前 k個文字以外，剩下的 n k 個文字的直線排列數為  n k 。任意一個由 n k 個

文字組成的直線排列，假如這個直線排列是 iA開頭，那前 k個文字只能選擇除了 iA的另外 1p  種

文字。即      
1

1
m

k
p n kn



    。故 

 
 

     
1

                                   1  

1            1  

n

m

k

p n m
n

p n k n m


  
 

   





 
，

。                                         
                     

例如：當 2p  、 2m  、 1A A 且 2A B 時，可以從下圖看出      1 2nn n      。 

 
 

定理 6. p種文字皆最多m個相連時，  n 的一般式為 

       
1

1 1

0

1
1 1

n
m

t t n m t

t

n mt n mt
n p p p

t t

 
  

  



       
       

    
 。 

證明. 由於已知遞迴式，所以利用生成函數，設    
1

n

n
F z n z





  ，則 

                 

           

1 1 2 3 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 2 1

                                      1 1

m
k n n n n

k n n n n m

m n m
n n

n k n m k

p z F z n z p n z p n z p n m z

n p n k z n p n k z

   

     

 

    

 
             

 
                

    

   

    

   
 

由定理 5 可知  
 

     
1

                                   1  

1            1  

n

m

k

p n m
n

p n k n m


  
 

   







，

，
 所以 

       
1 1

1 1 1 1 1
1 1 1  1

m m n m n
k n n k n n k n

k n k n k
p z F z p p p z p p p z

 


    

     
                 

     。 
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由於  
1

1
1

n
k n

k
p p p p





   ，所以    
1 1

1 1
m m

k n

k n
p z F z pz

 

 
   

 
  ，即  

 
1

1
1 1

m
n

n
m

k

k

p z
F z

p z






 




。 

令
1

m
n

n
z u



 ，則    1 1
puF z
p u


 

，當  1 1p u  時，此式可以改為 

        1

0 1

1 1
1 1

k ik i

k i

puF z pu p u p p u
p u

 


 

    
    ， 

其中    
1

      
1

1 1
1

ii mm i ii n i m

n

z zu z z z z
z






  
          
 ，當 1z  ，由二項式定理和負二項式定理可得 

       
0 0 0 0

1 1
1 1 1 1

i ii i t ti i m i mt j mt i j

t j j t

i i j i i j
u z z z z z z z

t j t j

 
  

   

            
              

        
   。 

設mt i j n   ，則  
1 0

1
1

i
ti n

n t

i n mt
u z

t n mt i



 

   
       
 ，所以 

       

   

1 1

1 1 1 0

1

1 1 0

1
1 1 1

1
                                       = 1 1

i
i i ti n

i i n t

i
i t n

n i t

i n mt
F z p p u p p z

t n mt i
i n mt

p p z
t n mt i

  
 

   

 


  

   
          

   
       

  


 

又因    
1

n

n
F z n z





  ，可得      1

1 0

1
1 1

i
i t

i t

i n mt
n p p

t n mt i




 

   
        
 。 

由於 1

2

0
n
n

 
  

( 1n 為非負整數， 2n 為正整數)，所以 0n mt i   ，即 i n mt  ，又因 t i ，所以

t n mt  ，得
1

nt
m




，由於 t為正整數，所以
1

nt
m
    

，故 i、 t的範圍為 

t i n mt   ， 0
1

nt
m
     

， 

又因為 n mt i  為非負整數，所以 1n mt  為非負整數，因此
1 1

1
n mt n mt
n mt i i
      

        
，所以 

     
1

1

0

1
1 1

1

n
m n mt

i t

t i t

i n mt
n p p

t i

 
   



 

   
       
  。 

其中  1 tp  為和 i無關的部分，故      
1

1

0

1
1 1

1

n
m n mt

t i

t i t

i n mt
n p p

t i

 
   



 

   
       
  ，以下我將利用二項

式定理以及微分來簡化   1 1
1

1

n mt
i

i t

i n mt
p

t i






   
     

 。 

考慮  
1

1 1

0 1

1 1
1

1

n mt n mt
n mt k i

k i

n mt n mt
z z z

k i

  
  

 

      
        

  ，將此式微分 1t  次得 

 
       

 
1 11 ! 1 !

1
1!1 !

n mt
n m t i t

i t

n mtn mt i
z z

ii tn m t


  



         
               

 ， 

再將左右同乘以 tz 之後再微分一次，得 

 
       

     

 
1 1 1 1 111 ! 1 ! !1 1

1!1 1 ! 1 !

n mt
n m t n m tt t i

i t

n mtn mt n mt iz z t z z z
ii tn m t n m t


      



            
                              

 ， 
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左右同除以 !t ，且令 1z p  ，則 

       1 11 1 1 1 1
1 1 1

1 1

n mt
t in m t

i t

n mt n mt i n mt
p p p p p

t t t i


   



             
                   

 ， 

整理得      1 11 1 1 1
1 1

1

n mt
t in m t

i t

n mt n mt i n mt
p p p p

t t t i


   



            
                 

 ， 

故        
1

1 1

0

1
1 1

n
m

t t n m t

t

n mt n mt
n p p p

t t

 
  

  



       
       

    
 。                

 

2.1.2 探討 p種文字中的一種文字 1A 最多q個相連時，  n 的遞迴式和一般式。 

定理 7. p 種文字中的一種文字 1A 最多 q個相連時，  n 的遞迴式為 

 

 
 

     
1

1

                                 
-1                        1  

1    2  

n

n

q

k

p q n
p n q

n
p n k n q





 
   
    






，

，

。

 

證明. 當1 n q  時，直線排列不會受到相連限制影響，則 n個文字皆有 p 種選擇，即   nn p 。

當 1n q  時，扣掉 1q 個文字都是 1A 的情形，所以此時   1 1qn p   。 

 

當 2n q  時，以下提供兩種做法； 

<法一>：由定理 1 可知    
1

p

i
i
A nn



 ，又因為任意一種滿足條件的直線排列中的任意一條連串皆

不會有一條 1A 連串由超過q個文字 1A 相連而成，所以對於任意 1
kA ，其上標 k不會超過q，即 

   1 1
1

q
k

k
A n A n



 ，所以直線排列數  n 可以改寫為      1
1 2

q p
k

i
k i

n A n A n
 

   ， 

接著因為定理 4 可知    1
1 1 1kA y A y k   ，所以 

         
2 21

1
1

1
1

1
q p p

k
i i

k i ik

q

A n A n A n k A nn
  

        ， 

然後因為定理 3 可知      1

1
1 11 1

q
k

k
A y Ay y



  ，即  
2

1
1 ( 1)

p

i
i

A y A y


  ，所以 

          1

2 21 1 2 0
1

2

1 ( ) ( )
q q qp pp p

i i i i
i ik k i k i

A n k A n An n k A n A n k
     

            ， 

再來因為定理 2 可知       ( 2 )1 ,3, ,iA i py y     ，所以 

         
1 1

1 10 2 0 2

( ) ( 1) 1 1
p q p q q

i
k kk i k i

q

A n k n k p n k p kn n
 

    

                。 

<法二>：取 1k  使得前 1k  個文字都為 1A、且第 k個文字不是 1A。此時，由相連限制可知1 1k q   。

除了前 k個文字以外，剩下的n k 個文字的直線排列數為  n k 、且因為前 1k  個文字都為 1A ，

所以第 k個文字有 1p 種選擇。即      
1

1
1

q

k
n p n k





    。故 

 

 
 

     
1

1

                                
-1                        1  

1    2  

n

n

q

k

p q n
p n q

n
p n k n q





 
   
    




 

，

，

。                                            
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例如：當 2p  、 2q  、 1A A 且 2A B 時，可以從下圖看出        1 2 3n nn n         。 

 
 

定理 8. p 種文字中的一種文字 1A 最多 q 個相連時，  n 的一般式為 

           
1
2

1 2

0

1 1 1
1 1

n
q

t t n q t

t

n q t n q t
n p p p

t t

 
  

  



         
       

    
 。 

證明. 由於已知遞迴式，所以利用生成函數，設    
1

n

n
F z n z





  ，則 

               
1

1 1 2 3 2
1 1 1 1 2 1 1

q
k n n n n

k n n n n q
p z F z n z p n z n z p n m z

    

     

 
             

 
          

           
1 11

1 1 2 1
1 1

q qn
n n

n k n q k
n p n k z n p n k z

  

    

  
            
       ， 

由定理 7 可知  

 
 

     
1

1

                                
-1                        1  

1    2  

n

n

q

k

p q n
p n q

n
p n k n q





 
   
    






，

，

，

所以 

       

 

1 1
1 1 1

1 1 1 1

1 1
1

1 1

1 1 1 1 1

                                    1  

q q qn
k n n k n q q k q

k n k k

q n
n k n q

n k

p z F z p p p z p p p z

p p p z z

 
    

   

 


 

                    
      

   

  ，

 

由於  
1

1
1

n
k n

k
p p p p





   ，所以    
+1 1

1

1 1
1 1

q q
k n q

k n
p y F z pz z




 

 
    

 
  ，即  

 

1
1

1
1

1
1 1

q
k q

k
q

k

k

p z z
F z

p z












 




， 

令
1

1

q
k

k
z u





 ，則    
1

1 1

qpu zF z
p u




 
，當  1 1p u  時，此式可以改為 

           
1

11 1

0 1 1
1 1 1 1

1 1

q
i i iq i i q i

i i i

pu zF z pu z p u p p u z p u
p u

   
 

  

              
   ， 

其中    
21

1
      

1
1 1

1

ii qq i ii k i q

k

z zu z z z z
z






   
          
 ，當 1z  ，由二項式定理和負二項式定理可得 

           1 11

0 0 0 0

1 1
1 1 1 1

i ii i t tq t q t i ji i q i j

t j j t

i i j i i j
u z z z z z z z

t j t j

 
    

   

            
              

        
   ， 

設  1q t i j n    ，則    
 1 0

1 1
1

1

i
ti n

n t

n q ti
u z

n q t it



 

    
         
 ， 
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所以  F z  

     
       

 
1 1

1 1 0 1 1 0

1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1

i i
i t i tn q n

i n t i n t

n q t n q ti i
p p z z p z

n q t i n q t it t

   
 

     

            
                          
     

     
       

 
1 1 1

1 1 0 1 1 0

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1

i i
i t i tn q n q

n i t n i t

n q t n q ti i
p p z z p z

n q t i n q t it t

   
   

     

           
                       
   

其中      
         

   
1

1 1 0 2 1 0

1 1 1 1 1
1 1 = 1 1

1 1 1

i i
i t i tn q n

n i t n q i t

n q t n q ti i
p z p z

n q t i n q t it t

   
 

      

            
                     

    

     
 

+1
1

2 1 1

1 1
= 1 1

11

i
i t n

n q i t

n q ti
p z

n q t it

 


   

    
         

  ， 

所以  F z   

     
       

 
+1

1 11

1 1 0 2 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 11

i i
i t i tn q n

n i t n q i t

n q t n q ti i
p p z z p z

n q t i n q t it t

   
 

      

           
                      

    

，又因    
1

n

n
F z n z





  ，當 2n q  時，可得 

       
       

 
+1

1 1

1 0 1 1

1 1 1 1
= 1 1 1 1

1 11

i i
i t i t

i t i t

n q t n q ti i
n p p p

n q t i n q t it t

 
 

   

           
                     

   

        
       

 
+1

1

1 0 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 11

i i
i t t

i t t

n q t n q ti i
p p p

n q t i n q t it t




  

            
                         
    

       
     

 
1 +1

1

1 0 1

1 1 1 11
1 1 1

1 11

i i
i t t

i t t

n q t n q ti i
p p

n q t i n q t it t

 


  

            
                        
   ， 

其中    
 

1 1
1

11
t n q ti

n q t it
    

        
的 0t  時，  0 1

1 0
1
i n

n i
  

      
，所以當 2n q  時，  

       
     

 
1 +1

1

1 0 0

1 1 1 11
1 1 1

1 11

i i
i t t

i t t

n q t n q ti i
n p p

n q t i n q t it t

 


  

            
                        
    

     
 

1
1

1 0

1 1 1
1 1

1 1

i
i t

i t

n q t i i
p p

n q t i t t

 


 

        
                
 ， 

同定理 6 的概念與討論，扣除大部分等於零的項以及利用微分可得 

           
1
2

1 2

0

1 1 1
1 1

n
q

t t n q t

t

n q t n q t
n p p p

t t

 
  

  



         
       

    
 。              

 

2.2 特殊環狀排列 
 

2.2.1 探討 p 種文字皆最多m個相連時，  f n 和  n 的關係式以及  f n 的一般式。 

在求關係式之前，我先定義一些符號。 

(1)  k
iA y 為 n 個文字排列且 1

1A 開頭時  y n其中 ，

樹狀圖第 y層為 k
iA 的總個數。 

例如：當 2p  、 2m  、 1A A 且 2A B 時，  1 4A

為 1
1A 開頭時，樹狀圖第 4 層為 1A 的總個數，即右圖

中的兩個 1A ，也就是說  1 4 2A  ，而這兩種情形分

別是 AABA及 ABBA。 
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(2)  i y 為 n 個文字排列且 1
1A 開頭時  y n其中 ，樹狀圖第 y層為 iA的總個數，即

   k
i i

k
Ay y  。 

(3)  'i y 為 n 個文字排列且 1
1A 開頭時  y n其中 ，樹狀圖第 y層不為 iA的總個數，即

     'i j i
j

y y y    。 

 

定理 9. 若 1 2, , ,  pA A A p 種文字皆最多m個相連，則
     

1 1 1

p p m
k

i i
i i k

y
y A y

p


  

  


。 

證明. 任何一種符合限制的直線排列，其排列方法可以用第一個文字為 1 2, , ,  pA A A 來做分類， 

且無論是哪種文字開頭，方法數皆相同，所以
   

1

p

i
i

y
y

p







，又因為    
1 1 1

p p m
k

i i
i i k

y A y
  

  ，故

   
1 1

p m
k
i

i k

y
A y

p  




。                                                                   

 

定理 10. 若 jA 最多m個相連，則      1 1
1jjA y

p
y

y


  


。 

證明. 和定理 3 同理，在樹狀圖第 1y 層的所有文字中，除了 jA 沒有 1
jA 的分枝以外，其餘的文字

皆有一個 1
jA 的分枝，但這裡只考慮 1A 開頭的情況，所以樹狀圖第 1y 層中的總情形為原本的

1
p

倍，

即      1 1
1jjA y

p
y

y


  


。                                                          

 

定理 11. 若 1 2, , ,  pA A A p 種文字皆最多m個相連，則 

 

   

     

   

2

2

2

1 1          1           mod 1  

1'                1 0      mod 1  2,3, ,  

1 1         0           mod 1  

i

p n n m
p p
pn n n m i p
p
p n n m
p p



 
  


 

    

 

  




 



，

，

，

 

證明.由於      'i i

n
n n

p
  


( 1A 開頭不是 iA結尾，看成 1A開頭任意結尾扣除 1A開頭 iA結尾)，所

以我先求出  i n 在求  'i n ，當 1n 時，由於限定 1A開頭，且 1i  ，所以    1 1 1 1i   。 

當 2 n m  時， 1A開頭 1A結尾和 1A開頭 iA結尾兩種情況中，除了第一格文字和最後一格文字外，

其餘格子皆可填入 1 2, , ,  pA A A ，所以兩種情形數皆等於 p 的冪次，故    1 0in n   。 

當 1n m  時， 1A開頭 1A結尾的情形數為 p 的冪次扣除全部填 1A這一種情形，且 1A開頭 iA結尾的

情形數為 p 的冪次，所以    1 1 1 1im m      。 

當 2n m  時，            1 1 1
1 1 1

m m m
k k k k

i i i
k k k

n n A n A n A n A n 
  

         ， 

由定理 4 可知    1 1k
i iA y A y k   ，即    1 1k

i iA n A n k   ，所以 

           1 1
1 1 1

1 1
1 1

m m
k k

i i i
k k

n n A n A n A n k A n k 
 

                ， 
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由定理 10 可知      1 1
1jjA y

p
y

y


  


，即      1 1i i

n
A n k n k

p
    


，所以 

               1 1
1 1 1

1 1
1 1

m m

i i i
k k

n n
n n A n k A n k n k n k

p p
   

 

                            
 

   

       1 1
1 1

m m

i i
k k

n k n k n k n k   
 

                 ， 

         1 1
1

                                                                                        1
m

i i
k

n n n k n k   


          

               1 1 1 1
1 2

1 1
m m

i i i i
k k

n n n k n k x x n k n k       
 

                           ， 

將    1 1 1in n      利用  1 代換 

           1 1 1
1 2

1 1
m m

i i i
k k

n n n k n k n k n k     
 

                   

           
1

1 1 1
2 2

1 1
m m

i i i
k k

n k n k n k n k n m n m     


 

                     ， 

故    1 in n  為 1m 個一循環    
 
 
 

1

1         1          mod 1  

0        1 0     mod 1  

1      0          mod 1  
i

n m

n n n m

n m

 

 


     
  

，

，

。

 

又因為              
1

2 2
1    2,3, ,

p p

j i j
j j

n
n p n i p n n

p
   

 

      


  

       
1 1 i

n
n p n

p
    


， 

 

   

   

   

2

2

2

1          1           mod 1  

               1 0      mod 1  

1         0           mod 1  

i

n
n m

p p
n

n n m
p
n

n m
p p




  


    


   








，

，

，

 

故      

   

   

   

2

2

2

1 1          1           mod 1  

1'                1 0      mod 1  

1 1         0           mod 1                                               

i i

p n n m
p p

n pn n n n m
p p

p n n m
p p

 

 
  


 

     

 

  







 

，

，

。

 

 

定理 12. p 種文字皆最多m個相連時，  f n 和  n 的關係式為 

 

 
             

             

2 1

1

2 1

1

                                                                                    1  

1 1
1      1 | 1  

1 1
1   1| 1   

x

m

k

m

k

p n m

m p p
n m k n k p m n n mf n p p

m p p
n m k n k m p m n n m

p p









  

  

          

 
        







 

 

，

，

。




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證明. 當1 n m  時，特殊環狀排列和直線排列一樣不會受到相連限制影響，所以 n 個文字皆有 p
種選擇，所以此時   nn p 。 

當 1n m  時，我把特殊環狀排列看成頭尾會影響的直線排列，所以我把直線排列數扣除那些頭尾

相接以後才會有超過m個相連的直線排列情形扣除，以求得特殊環狀排列數，所以 

    1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 2 1 1 1
1 1

" " " " " "

                                                                           " " "

m m m
i j i i i i j i i i i j i

m m
i i j i i i i

f n n p A A A A A p A A A A A A p A A A A A

p A A A A A A p A A A

    

  

       

   

的方法數 的方法數 的方法數

的方法數 1 1 "
                                                                                                                                                              
                            

j iA A
 

的方法數

1 1 1
1                                                                                                     " "m m

i i j i ip A A A A A A    的方法數 ，

 

其中 1iA A ，所以有  1p  種選擇，且 1A為其他文字時則有 p 種選擇，故共有  1p p  種選擇，其

中的每個情形都有一部份為 1
1 jA A ，這種直線排列的情形數即為 1A開頭不是 iA結尾的情形數(其中

代入的 n 為 1
1 jA A 的文字總數)，所以 

           1 ' 1 1 ' 2i if n n p p m n m p p n m           ， 
然後使用定理 11 將算式中的每個  'i y 換成直線排列數，則 

 
             
             

2 2 2

2 2 2

1 1 1 2 1         1 | 2 1  

1 1 1 2 1      1| 2 1  

n p m n m p n m p m n n m
f n

n p m n m p n m m p m n n m

               
             

   

   

，

，
 

接著利用定理 5 p 種文字皆最多m個相連時，直線排列數的遞迴式 

 
 

     
1

                                   1  

1            1  

n

m

k

p n m
n

p n k n m


  
 

   







，

，
將上式不斷往前推並觀察係得 

 

             

             

2 1

1

2 1

1

1 1
1         1 | 2 1  

1 1
1      1 | 2 1  

m

k

m

k

m p p
n m k n k p m n n m

p p
f n

m p p
n m k n k m p m n n m

p p









  
         

 
 

        






 

 

，

。

 

我驗證 1 2m n m   的範圍時，此式也成立，所以 

 

 
             

             

2 1

1

2 1

1

                                                                                   1  

1 1
1      1 | 1  

1 1
1   1| 1   

n

m

k

m

k

p n m

m p p
n m k n k p m n n mf n p p

m p p
n m k n k m p m n n m

p p









  

  

          


 
        







 

 

，

，

。



 

將直線排列數  n 的一般式代入即可求得特殊環狀排列數  f n 的一般式。                    
 
2.2.2 探討 p種文字中的一種文字 1A最多q個相連時，  f n 和  n 的關係式以及  f n

的一般式。 

定理 13. p 種文字中的一種文字 1A最多 q 個相連時，  f n 和  n 的關係式為 

 
 

                
1

2

1

                                                                                                              1  

1 1 1 1 1       1  

n

q

k

p n q
f n

p n p q p n p q k n k n q




  
 
            


  

，

。
 

證明. 當1 n q  時，特殊環狀排列和直線排列一樣不會受到相連限制影響，所以 n 個文字皆有 p 種

選擇，所以此時   nn p 。 
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當 1n q  時， 
    1 1 1 1 2 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

" " " " " "

                                                                       " " "

q q q
i j i j i j

q q
i j i j

f n n A A A A A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A

    

  

       

    

的方法數 的方法數 的方法數

的方法數 的方法數"
                                                                                                                                                            
                                         

 
1 1 1
1 1                                                                                   " " q q

i jA A A A A A    的方法數 ，

 

其中的 ,i jA A 不能為 1A，所以  i jA A， 各有  1p  種選擇，被扣除的每個情形都有一部份有 1
i jA A ，

因為 ,i jA A 不為 1A，所以 ,i jA A 皆沒有相連限制，那 ,i jA A 之間為任何一種符合限制的直線排列，所

以每一項都可以換成直線排列數(其中代入的 n 為 1
i jA A 的 ,i jA A 之間的文字總數)，所以 

                 2 2 21 3 1 1 4 1 2 2f n n p q n q p q n q p n q                   ， 
利用定理 7 p 種文字中的一種文字 1A最多 q 個相連時，直線排列數的遞迴式 

 

 
 

     
1

1

                                
-1                        1  

1    2  

n

n

q

k

p q n
p n q

n
p n k n q





 
   
    






，

，

，

將上式不斷往前推並觀察係數得 

                  
1

2

1
1 1 1 1 1        2 3

q

k
f n p n p q p n p q k n k n q





                。 

我驗證 1 2 2q n q    的範圍時，此式也成立，所以 

 
 

                 
1

2

1

                                                                                                              1  

1 1 1 1 1      1  

n

q

k

p n q
f n

p n p q p n p q k n k n q




  
 
            


  

，

。
 

將直線排列數  n 的一般式代入即可求得特殊環狀排列數  f x 的一般式。                    
 
2.3 環狀排列 
設W 為所有符合相連限制的特殊環狀排列情形所組成的集合，  W f n ， 

且    1 2 1 2, 0, 1t tG g g w w w w W t n         表所有旋轉動作所組成的集合，則 G n 。( tg 表

示逆時針旋轉 t格。)接著我們引入 '  Burnside s lemma來算環狀排列數。 

 
gW 為某種特殊環狀排列經過某種旋轉動作 g 作用後，仍會相同的特殊環狀排列所組成的集合，h 則

為符合限制的環狀排列的個數。 
'  Burnside s lemma (群論)與有限相連排列的連結如下表： 

'  Burnside s lemma中的角色 有限相連排列 
集合W  所有符合相連限制的特殊環狀排列情形所組成的集合。 
W 中的元素w  任一種符合相連限制的特殊環狀排列情形。 
動作群G  所有旋轉動作所組成的集合。 
G中的元素 g  任一種旋轉動作。 

不動群集合 gW  gW 為某種特殊環狀排列經過某種旋轉動作 g 作用後，仍

會相同的特殊環狀排列所組成的集合。 

等價類數量 h  h 種符合限制的環狀排列。 

'  Burnside s lemma： 
設G為作用在集合W 上的排列群，若集合 gW w W gw w   表示某個排列元素 g 作用在W 上

會保持不動的元素所組成的集合，則
1

g
g G

h W
G 

  ，其中 h 表示集合W 可分割出 h 個不同的等

價類數目。 
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如果在某個 g 的作用下，第  ,k ia 格會被轉到第  , 1k ia  格且第  ,vka 格會被轉到第  ,1ka 格

 1, 1, 1nk i v
v

         
  ，即稱         ,1 ,2 ,3 ,vk k k ka a a a 為一個cycle，並把 g 表示成

      1,1 1,2 1, ,1 ,2 ,v n n n v
v v v

a a a a a a     
          

 
  
 

   ， v 則稱為cycle長度，其中 v 必整除 x 。 

(在本研究中，我們都將 g 表示為互斥的cycle。) 
 
定理 14. 所有G的元素 g 中使得cycle長度為 v 的 g 共有  v 個。 

證明. tg 為逆時針旋轉 t格，則 tg 的cycle長度
 ,
nv
n t

      1, 1t n   ，且 0g 的cycle長度為1。 

假如  ,n t b ，則 n bv 。設 t bu ，則  , 1v u  。因為 a n ，所以u v 。故cycle長度為 v 的 g 有

 v 個。                                                                             

 

2.3.1 探討 p 種文字皆最多m個相連時，  c n 和  f n 的關係式以及  c n 的一般式。 

定理 15. p 種文字皆最多m個相連時，  c n 和  f n 的關係式為 

 

   

   
  
1

1                                1   

1      1  

v n

v n k n
k m

nv f n m
n v

c n
n nv f p n m

n v k



 
 

          
                  



 

，

。

 

證明.由 '  Burnside s lemma可知   1
g

g G

c n W
G 

  ，其中 =G n (逆時針轉0 ~ 1n 格)，所以

  1
g

g G
c n W

n 

  ，以下我們將討論如何計算 gW 。 

假設 g 的cycle長度為 v 且 g 有 r個互斥cycle，並假設    , 1k ia i r k        1, 1,k r i v    ，

則              1,1 1,2 1, ,1 ,2 ,v r r r vg a a a a a a    ，其中第 k 個cycle內的所有格子必須填同一個文字符號，

也可以想成是把某一個文字填入第 k 個cycle。 
假如從每個cycle中取出一個  ,k ia ，且每個cycle中取出的  ,k ia 的 i是固定的，而這些  ,k ia 在特殊環狀

排列時是相連的位置，所以這些  ,k ia 會受到相連的限制，即相異的cycle間會受到相連的限制。 

此外，假如從第一個cycle取出     1, 1,ia i v  ，以及從最後一個cycle取出     , 1 2, 1r ia i v    ，

 1,ia 和  , 1r ia  也會受到相連的限制，即第一個cycle以及最後一個cycle會受到相連的限制，也就是說，

gW 可以看成  f r 。 

但當 1n m  且 r m 時，其中有一類可能性是 r個cycle中皆填入 p 種文字的某一種文字 iA，此種

情形為 n 個 iA排成環狀，和 iA最多m個相連矛盾，所以此時  gW f r p  ，所以 

 

   

      
1

1                                           1  

1            1  

g G

g G g G
r m r m

f r
n

c n
f r f r p n m

n

n m


 
  



  

   



  
   



 

，

。

 

(其中
nr
v

 是被 g 所決定的。) 
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由定理 14 可知所有G的元素 g 中使得cycle長度為 v 的 g 共有  v 個，所以原式可以改成 

 

   

     
    

1

1                                                     1  

1          1  

v n

v n v n
n nm m
v v

nv f n m
n v

c n
n nv f v f p n m

n v v



 

  

       
                            



 

，

，

 

其中        
      

1
v n v n v n v n k n
n n n n k mm m m m
v v v v

n n n nv f p v f p v v f p
v v v k

    

 
   

                    
        

     ，故 

 

   

   
  
1

1                                     1  

1          1  

v n

v n k n
k m

nv f n m
n v

c n
n nv f p n m

n v k



 
 

          
                  



 

，

，

 

將特殊環狀排列數  f n 的一般式代入即可求得環狀排列數  c n 的一般式。                    
 
2.3.2 p 種文字中的一種文字 1A最多 q 個相連時，  c n 和  f n 的關係式以及  c n 的一般

式。 

定理 16. p 種文字中的一種文字 1A最多 q 個相連時，  c n 和  f n 的關係式為 

 

   

   
  
1

1                                     1  

1             1  

v n

v n k n
k q

nv f n q
n v

c n
n nv f n q

n v k



 
 

          
                  



 

，

。

 

證明. 由 '  Burnside s lemma可知   1
g

g G

c n W
G 

  ，其中 =G n ，所以   1
g

g G
c n W

n 

  。 

和定理 15 一樣假設 g 的cycle長度為 v 且 g 有 r個互斥cycle，則 gW 可以看成  f r ，但當 1n q  且

r q 時，其中有一種可能性是 r個cycle中皆 1A，此種情形為 n 個 1A排成環狀，和 1A最多 q 個相鄰

矛盾，所以此時   1gW f r  ，則 

 

   

      
1

1                                           1  

1 1             1  

g G

g G g G
r q r q

f r
n

c n
f r f r n q

n

n q


 
  



  

   



  
  







 

，

。

 

(其中
nr
v

 是被 g 所決定的。) 

由定理 14 知所有G的元素 g 中使得cycle長度為 v 的 g 共有  v 個，所以原式可以改成 
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 

   

     
    

1

1                                                   1  

1 1          1  

v n

v n v n
n nq q
v v

nv f n q
n v

c n
n nv f v f n q

n v v



 

  

       
                            



 

，

，

 

其中        
      

1

1
v n v n v n v n k n
n n n n k qq q q q
v v v v

n n n nv f v f v v f
v v v k

    

 
   

                    
        

     ，故 

 

   

   
  
1

1                                  1  

1          1  

v n

v n k n
k q

nv f n q
n v

c n
n nv f n q

n v k



 
 

          
                  



 

，

。

 

將特殊環狀排列數  f x 的一般式代入即可求得環狀排列數  c x 的一般式。                    
 

3 研究結論 
 

3.1 直線排列 

定理 5. p 種文字皆最多m個相連時，  n 的遞迴式為  
 

     
1

                               1  

1       1  

n

m

k

p n m
n

p n k n m


  
 

   







，

。
 

定理 6. p 種文字皆最多m個相連時，  n 的一般式為 

       
1

1 1

0

1
1 1

n
m

t t n m t

t

n mt n mt
n p p p

t t

 
  

  



       
       

    
 。 

定理 7. p 種文字中的一種文字 1A 最多 q 個相連時，  n 的遞迴式為 

 

 
 

     
1

1

                                
-1                        1  

1    2  

n

n

q

k

p q n
p n q

n
p n k n q





 
   
    






，

，

。

 

定理 8. p 種文字中的一種文字 1A 最多 q 個相連時，  n 的一般式為 

           
1
2

1 2

0

1 1 1
1 1

n
q

t t n q t

t

n q t n q t
n p p p

t t

 
  

  



         
       

    
 。 

3.2 特殊環狀排列 
定理 12. p 種文字皆最多m個相連時，  f n 和  n 的關係式為 

 

 
             

             

2 1

1

2 1

1

                                                                                    1  

1 1
1      1 | 1  

1 1
1   1| 1   

n

m

k

m

k

p n m

m p p
n m k n k p m n n mf n p p

m p p
n m k n k m p m n n m

p p









  

  

          

 
        







 

 

，

，

。




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定理 13. p 種文字中的一種文字 1A最多 q 個相連時，  f n 和  n 的關係式為 

 
 

                 
1

2

1

                                                                                                              1  

1 1 1 1 1      1  

n

q

k

p n q
f n

p n p q p n p q k n k n q




  
 
            


  

，

。
 

 
3.3 環狀排列 
定理 15. p 種文字皆最多m個相連時，  c n 和  f n 的關係式為 

 

   

   
  
1

1                                    1  

1          1  

v n

v n k n
k m

nv f n m
n v

c n
n nv f p n m

n v k



 
 

          
                  



 

，

。

 

定理 16. p 種文字中的一種文字 1A最多 q 個相連時，  c n 和  f n 的關係式為 

 

   

   
  
1

1                                     1  

1              1  

v n

v n k n
k q

nv f n q
n v

c n
n nv f n q

n v k



 
 

          
                  



 

，

。

 

 

4 未來展望 
本研究目前主要有兩個方向。第一個是改變排列方法，往珠狀排列推廣。第二個是改變相連限制，

往 p 種相異的文字 1 2, , ,  pA A A 分別最多 1 2, , ,  pd d d 相連推廣，而目前我已經推出了兩種文

字的情形，其過程放在附錄，期望未來能往 p 種文字推廣。 

 

5 參考文獻 
[1]邵慰慈、潘建強著(民 94)。基礎離散數學。臺北市：九章出版社。 

[2]康明昌著(1988)。近世代數。臺北市：聯經出版社。 

[3]林文心等：新北市立五股國民中學(民 102)。圓柱積木的遊戲設計概念及其解的尋找。中華民國

第 53 屆中小學科學展覽會國中組數學科作品。 
[4]張福春、曾介玫 (民 97 年)。數學傳播第 32 卷 3 期 P12~35 一般生成函數之應用。 
 
6 附錄 
 

6.1 探討特殊環狀排列的遞迴式。 
6.1.1 p 種文字皆最多m個相連時，特殊環狀排列的遞迴式為 

 

 
 

      

                                                                                 1  
                                                                           1  

1 1 2 2    

n

n

p n m
p p n m

p f n k p p m x
f n

 
  

     


，

，

 

       

       

1

1

1

               2 2  

1 1                                       1 | 2 1  

1 1                                     1| 2 1  

m

k
m

k
m

k

m n m

p f n k p p m n n m

p f n k mp p m n n m











   


       

       







，

且 ，

且 。

 



17 
 

證明. 當1 n m  時，每個位置有 p 種選擇，所以   nf n p 。 

當 1n m  時，排列數等於 p 種文字任意排列扣除全排同一種文字的情況，即   nf n p p  。 

當 2 2m n m   時，我們欲將此範圍的  f n 表達成    
1

1
m

i

f n ip


  ，再扣除雜項，處理的想法是：

當n不夠大時  n m ，  n 可以換成 p 的冪次，當n夠大時  +1n m ，  n 可以用直線的遞迴式

以及直線和特殊環狀的關係式代換。所以在整理  f n 時，盡量把那些可以用直線的遞迴式以及直

線和特殊環狀的關係式代換的項換掉，剩餘的項再換成 p 的冪次。 

經過計算後，可以得到         
1

1 1 2 2
m

k
f n p f n k p p m n



       。 

當 2 1n m  時，因為 n夠大，所以  f n 中的所有項都能用直線排列數的遞迴式代換，再把這些項

重新分組後可以得到  
       

       

1

1

1 1       1 | 2 1  

1 1     1 | 2 1  

m

k
m

k

p f n k p p m n n m

p f n k mp p m n n m
f n 



        
       






且 ，

且 。

 

故  

 
 

      

                                                                                 1  
                                                                           1  

1 1 2 2    

n

n

p n m
p p n m

p f n k p p m n
f n

 
  

     


，

，

 

       

       

1

1

1

               2 2  

1 1                                       1 | 2 1  

1 1                                     1| 2 1             

m

k
m

k
m

k

m n m

p f n k p p m n n m

p f n k mp p m n n m











   


       

       





 

，

且 ，

且 。

 

 

6.1.2 p 種文字中的一種文字 1A最多 q個相連時，特殊環狀排列的遞迴式為 

 

 
 

        

   

1

1

                                                                  1  

1                                                             1  

1 1 2 2        2 2 1  

1

n

n

q

k

p n q

p n q

f n p f n k p q n q n q

p f n k





 

  

          

 



，

，

，

 
1

1

                                        2 2  
q

k

n q











  


 。

 

證明. 當1 n q  時，每個位置有 p 種選擇，所以   nf n p 。 

當 1n q  時，排列數等於 p 種文字任意排列扣除全排 1A的情況，即   1nf n p  。 

當 2 2 1q n q    時，我們欲將此範圍的  f n 表達成    
1

1

1
q

i

f np i




  ，再扣除雜項，處理的想法

是：當n不夠大時  1n q  ，  n 可以換成 p 的冪次，當n夠大時  +2n q ，  n 可以用直線的

遞迴式以及直線和特殊環狀的關係式代換。所以在整理  f n 時，盡量把那些可以用直線的遞迴式

以及直線和特殊環狀的關係式代換的項換掉，剩餘的項再換成 p 的冪次。 

經過計算後，可以得到         
1

1
1 1 2 2

q

k
f n p f n k p q n





       。 

當 2 1n m  時，因為 n夠大，所以  f n 中的所有項都能用直線排列數的遞迴式代換，再把這些項

重新分組後可以得到      
1

1
1

q

k
f n p f n k





   。 
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故  

 
 

        

   

1

1

                                                                  1  

1                                                             1  

1 1 2 2        2 2 1  

1

n

n

q

k

p n q

p n q

f n p f n k p q n q n q

p f n k





 

  

          

 



，

，

，

 
1

1

                                        2 2                                
q

k

n q











  


 。

 

6.2 探討 2p  且 1 2,A A A B  時，其中 A最多d個相連，且B最多e個相連時，直線

排列數的遞迴式  >d e 。 

不失一般性，設 >d e。當 n d 時，可以看成 B最多e個相連， A無相連限制，由定理 7 可知 

   
   2 1  

   1
2 1  1  

       n

n

n e
n k d e

n e
     

  


，

，
或  

 
 

   
 

1

1

2                  1  
2 1            1  

 2
   2  

n

n

e

k

n e
n e

n d e
n k e n d





  
     
    





，

，

，

。 

當 1 n d ed     時，由定理 1 可知      
1 1

d e
k k

k k

n A n B n
 

   ，接著由定理 4 可知

   1 1kA n A n k   且    1 1k nB B kn    ，所以 

               1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
d e n n n n e

k k k n d k n e k n e k n d

n A n k nB A k B k A k kk B A k


             

                。 

再來由定理 3 可知      1

1
11

e
n

n
A k Bk k



  且      1

1
11

d
n

n
B k Ak k



  ，得

     1 1 1A k B k k   ，即            
1

1 1 1

1 1 1 1

1
n n e n n e n d

k n e k n d k n e k k

kn A k k A k A k
   

         

           。 

這裡引入一個 Lemma：當 2 1n d   時，    1

1
1

n

k
n A k



  。 

[證] 因為      1 2 0n n dA n A n A n     ， 

所以          
1 1 1

1 1

1 1 1

1

1

1 1
d n n n

k k

k k k k

A n A n A n k A kB n
  

   

         ， 

           
1

1 1 1 1 1

1 1

1
n n

k k

A k A n A k A n B n n


 

       故 。 

由此 Lemma可知    1

1

1
n e

k

A k n e




    ，即            
1 1

1 1

1 1 1

1
n n d e n d

k n e k k k

n k n e A k n k A k
   

    

              。 

這裡再引入一個 Lemma：當 1 n d ed     時，  1 1

1

2
n d

n d

k

A k


 



 。 

[證] 1n d  時，      1 11 1

1

1 1 2
n d

d d

k

A k A


  



   。 2 n d ed     時，因為1 1 1n d e     。 

所以    1 1

1

1 2
n d

n d

k

A k n d


 



     。故    1 1

1

1 2
n d

n d

k

A k n d


 



     。 

由此 Lemma可知  1 1

1

2
n d

n d

k

A k


 



 ，即    
1

1

1

2
e

n d

k

n n k


 



    。 

當 1n de   時，由定理 1 可知      
1 1

d e
k k

k k

n A n B n
 

   ，接著由定理 4 可知    1 1k nB B kn    ，

所以      1

1 1

1
d e

k

k k

A n kn nB
 

    ，又由定理 1 和定理 3 可知

       1

1 1
1

e

k

d
k

k

kB Bn k n k n k A n k


         ，即 
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       
1 1 1 0 1

d e d e d
k k

k t k t k

kn A n A n t A n t
    

       或        1 1 1

1 0

1 11
e e

k t

n n kB n B B n t
 

        ， 

那麼          1

0 1 0 1 0 1

1
d d e d e d

k

k k t k t k

n k n n k A n t B n t k
     

               ， 

由定理 4 可知    1 1kA n t A n t k     ，所以

       1 1

0 0 1 0 1

1 1
d e d e d

k t k t k

n k A n t k B n t k n t k
    

                 ，得    
1 1

e d

t k

n n t k
 

    。 

故  

 
 

   

   

 
1

1

1

1 1

2                              1  

2 1                   

11

     1  

 2     

      1  

n

n

e
n d

k
e d

t k

n e

d ed n

n e

n n k

n t k n e d

d e


 



 




  
  

 

 


     


  



 



，

，

，

，

， 

或  

 
 

   

   

   

 

1

1
1

1

1

1 1

2                              1  
2 1                        1  

                2  
 2

2     1  

1  

n

n

e

k
e

n d

k
e d

t k

n
n

e

n d

e

n k e
n d e

n k d

n t k n e d

n d e






 



 


   

  
  
   

 

 

 

  

   














，

，

，

　 ，　

　   ，

。                           



 

6.3 特殊環狀排列數和直線排列數的關係式利用直線排列數的遞迴式往上推之代換過 

   程。 (以 2p  且 1 2,A A A B  ， A最多 q 個相連 B 無相連限制為例。) 

當 2 3n q  時， 

   
1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 1

1 2 1

"" " ""

                                       " "                         " "
                                 

q

q q q

q A A B BA A

f n n A B BA A A A B BA A A A B BA

A A B BA A

    

    

    

 

  



"的方法數 的方法數 的方法數

的方法數 的方法數

                                                                                                               
                                                                                       

 
1 1                           " "  q qA A B BA A  的方法數 ，

 

           3 1 4 2 2f n n q n q q n q n q                  。 

接著利用直線遞迴式    
1

1

q

k
n n k





   將上式不斷往上推，並將過程中各項的係數整理成下表。 

n 1 1 1 1 1 1 -1
n−1 0 0 0 0 0 q q+2
n−2 0 0 0 0 −1 −(q+1) −(q−1)
n−3 0 0 0 −1 0 −q −(q−2)
… … … … … … … …

n−q 0 0 −1 q−4 q−3 −3 −1
n−q−1 0 −1 0 … q−3 q−2 −2 0
n−q−2 0 1 2 q−1 q 0 0
n−q−3 −q  −(q−1) −(q−2) −1 0 0 0

… … … … … … … …
n−2q −3 −2 −1 0 0 0 0

n−2q−1 −2 −1 0 0 0 0 0
n−2q−2 −1 0 0 0 0 0 0  
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第一行到第二行即是將  
1

1
1

q

k
n q k





     換成  1n q   ，第二行到第三行即是將  
1

1

q

k
n q k





   

換成  n q  …以此類推，觀察這些係數可以發現換了一次之後，式子裡除了  n 之外，會有連

續的 +1q 項，此外在  3n q  的係數歸零前，所有拿去替換的項，其係數會+1，總和以上兩個觀

察，可得            
1

1
2 1 1

q

k
f n n q n q k n k





            。 

 

當 1 2 1q n q    時，設 n q t  ，則1 1t q   ， 

   

1

1 1 1 1

1 1 22 1

" ""

                                                                       
                    " "
                 

"
   "

"q t

q q

t q A A BB

f n n A B BA A A A B BA

A A BBA A A A
A



   

  





   








 "的方法數 的方法數

的方法數 的方法數
1 111 1 1  "" " q tt q A A BA AA BA A       的方法數 的方法數 ，

 

             33 1 4 2q t qf n qn q n tn q q                   。 

接著我們利用直線的遞迴式    
1

1

q

k
n n k





   和等比級數 1

1
2 2 2

s
s k

k





  將上式不斷往上推，並將這

個過程中各項的係數整理成下表。 

n  =q+t 1 1 1 1 1 1 −1
… … … … … … …

n−t+1  =q+1 0 0 0 0 −1 0 −(q−t+2)
n−t  = q 0 0 0 −1 0 1 −(q−t+1)

n−t−1  =q−1 0 0 0 0 1 2 −(q−t)
… … … … … … …

n−q  =t 0 0 −1 q−t−1 q−t q−t+1 −1
n−q−1  =t−1 0 −1 0 … q−t q−t+1 q−t+2 … 0
n−q−2  =t−2 0 1 2 q−t+2 q−t+3 q−t+4 0
n−q−3  =t−3 −q −(q−1) −(q−2) −(t−2) −(t−3) −(t−4) 0

… … … … … … …
n−q−t+2  =3 −(q−t+6) −(q−t+5) −(q−t+4) −4 −3 −2 0
n−q−t+1  =2 −(q−t+5) −(q−t+4) −(q−t+3) −3 −2 −1 0

n−q−t  =1 −(q−t+4) −(q−t+3) −(q−t+2) −2 −1 0 0

…

…

…

 

第一行到第二行即是將  
2 2

1 1
2

t t
k

k k
k

 

 

    扣除 2 變成   11 2tt     ， 

第二行到第三行即是將  
1 1

1 1
2

t t
k

k k
k

 

 

    扣除 2 變成   2tt   …以此類推。特別地， 

第五行到第六行則是將  
1 1

2
q q

k

k k
k

 

    扣除1變成   11 2 1qq      ，接著我們改回利用直線的

遞迴式    
1

1

q

k
n n k





   往上推，可以得到和 2 3n q  時一樣的結果。(注:過程中所有扣除的 2 和

1 其總和恰為      3 2 2 2 5q t q t q t          ，此外 2 2n q  可以由類似的討論得到相同的

結果。) 

 


