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1 簡簡簡介介介

本次研究主要討論的是由一連串類似 IC 問題的推演進而衍生出的直線之郵票覆蓋數, 即
於直線圖形上取 n 個點並填入數字, 求其所能形成的最大連續正整數. 對於長度為 n 的

直線圖, 過去的研究所得到 IC 數的最佳上界為
n(n + 1)

2
− 1, 但在 n ≥ 5 時, 欲排出此圖

形的最大連續數時, 直線圖形中的某些數值會重複出現, 導致最大值少於無聊上界之值.
所謂郵票問題所探討的就是給定所取張數 n 及 m 種面額, 並使其組合出從 1 開始的連
續正整數, 探討其所能達到的最大值. 如圖 1 所示. 進一步探討與其相似的圖形所形成的
「直線 IC 著色」, 即於直線圖形上給定 n 格格數, 於其中填入不超過格數之正整數, 不相
鄰者不能組合, 如圖 2 所示. 簡單來說, 郵票問題是一種任意兩頂點間彼此相連的 IC 著
色, 而我們主要探討的則是直線的 IC 著色及變形後的 IC 著色.

圖 1

圖 2

設 G 是一個圖, M(G) 是 G 的郵票覆蓋數, M ′(G) 是 G 的 IC 數(定義詳見第二節,
名詞釋義), 主要的研究結果是改進了直線圖的上下界.
對於長度為 n 的直線圖 Pn, 過去最好的結果是：

定定定理理理.
n2 + 6n − 4

4
≤M ′(Pn) ≤M(Pn) ≤

n(n + 1)
2

− 1. (參參參見[2]的結果)
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而我們得到的結果為

定定定理理理.
n2 + 8n − 8

4
≤M ′(Pn) ≤M(Pn) ≤

n(n + 1)
2

− 3 (當 n ≥ 5 時).

事實上, 綜合我們的各種證明方法, 當 n ≥ 6 時, 可以進一步將 M ′(Pn) 的上界降低到
n(n + 1)

2
− 3

接著我們推導出對於長度為 nc 的圓圈 Cn:

定定定理理理. 當 7 ≥ n 時, 6nc−11 ≤M(Cn) ≤ nc(nc−1)+1; 當 n ≥ 7 時,
n2
c + 2nc − 1

2
≤M(Cn) ≤

nc(nc − 1) + 1.

2 基基基本本本圖圖圖論論論與與與名名名詞詞詞定定定義義義

定定定義義義 1. 給定一個圖 G, 圖上的一種著色(coloring), 就相當於分配正整數至任意圖上之頂
點. 也就是說, 圖 G 的一個著色可以視為一個由頂點 V (G) 到正整數的函數 f .

定定定義義義 2. 對於 G 的一個子圖 H 及 G 的一種著色 f , 定義 fs(H) = ∑
ν∈V (H)

f(ν)

於 1992 年 Glenn Chappel 曾研究一個 “subgraph sums” 問題, 這個問題在 2005 年時
在 Salehi, Lee, Khatirinejad 的論文中被稱為 IC-著色問題.

定定定義義義 3. 給定一個圖 G 及著色 f , 如果對於所有小於等於 fs(G) 的正整數 k, 都可以找到
一個 G 的連通子圖 H 使得 fs(H) = k, 則我們稱 f 為 G 的 IC-著色.
定義 IC-數 M ′(G) =max{fs(H)∣ f 是 IC 著色}

1995 年 Penrice 介紹的郵票覆蓋(stamp covering)的概念如下：給定圖 G、 著色 f 及
正整數 K, 如果對於每個小於等於 K 的正整數 k 都存在一個 G 的連通子圖 H, 使得
fs(H) = k, 則稱 f 是 G 的一個 K-標籤(K-labeling). (詳見[2])

定定定義義義 4. 如果 f 是 IC-著色也就是 f 是 fs(G)-標籤的意思. 定義郵票覆蓋數(stamp
covering number) M(G) 為在圖 G 上存在 K-標籤的最大整數 K.

此篇報告主要是在研究直線的郵票覆蓋數, 而郵票覆蓋數與 IC 數最大的不同在於 IC
數其頂點內數字總和必須等於所有數字總和, 而郵票覆蓋數則無此限制, 使組合數盡可能
的大即可.

3 直直直線線線圖圖圖之之之上上上界界界

定義名詞：
Pn: 長度為 n 的直線圖.
S：直線上所有數字的總和, 即 fs(Pn).

因為主要研究的對象是直線圖形, 我們簡化符號令 M(n) =M(Pn) 而 M ′(n) =M ′(Pn).
n 較小時, 可用電腦程式求出 M(n) 和 M ′(n), n 比較大時求出其上下界, 且盡可能得到
較大下界與較小上界, 以逼近 M(n) 和 M ′(n).

定定定理理理 1. 直線圖明顯上界為 M(n) ≤
n(n + 1)

2
.
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證證證明明明. 在 Pn 中長度為 1 的連通子圖有 n 個, 從左到右標為 H(1,1),H(1,2),⋯,H(1,n).
在 Pn 中長度為 2 的連通子圖有 n − 1 個, 從左到右標為 H(2,1),H(2,2),⋯,H(2,n−1).

依此類推,總共有 n + (n − 1) + ⋯ + 2 + 1 =
n(n + 1)

2
個連通子圖, 所以至多有

n(n + 1)
2

個

著色數, 因此 M(n) ≤
n(n + 1)

2
.

定定定理理理 2. M(n) ≤
n(n + 1)

2
− 1(n ≥ 4).

證證證明明明. 假設M(n) =
n(n + 1)

2
,則

n(n + 1)
2

個連通子圖之著色數均相異,特別的, fs(H(1,1)),⋯fs(H(1,n))

均相異. 將其由小至大排列分別大於或等於 1,2,3,⋯, n .

因此
n(n + 1)

2
= fs(Pn) =

n

∑
i=1

fs(H(1,i)) ≥ 1 + 2 + 3 +⋯+ n =
n(n + 1)

2

所以 {fs(H(1,1)),⋯, fs(H(1,n))} = {1,2,3,⋯, n}.

接著考慮 H(2,1),H(2,2),⋯,H(2,n−1), 顯然 fs(H(2,i)) ≤ n + (n − 1) = 2n − 1.
又 fs(H(2,i)) ≠ fs(H(1,j)),對於任意 i, j, 所以 fs(H(2,i)) ≥ n + 1.
所以 {fs(H(2,1)),⋯, fs(H(2,n−1))} = {n + 1, n + 2,⋯,2n − 1}.

如果 fs(H(2,j)) = 2n−1,則H(2,j)之著色分別為 n,n−1,首先假設 f(j) = n, f(j+1) = n−1,
因為有一長度 2 之連通子圖之著色數為 2n − 2, 則必然有 f(j − 1) = n − 2, 又有一長度 2
之連通子圖之著色數為 2n − 3, 2n − 3 = n + (n − 3) 或 2n − 3 = (n − 1) + (n − 2), 但這兩種
情況均不可能是長度 2 之連通 f 圖之著色數, 故矛盾.

若假設f(j + 1) = n, f(j) = n − 1, 則類似證明也可推得矛盾.

定定定理理理 3. M(n) ≤
n(n + 1)

2
− 2.

證證證明明明. 若 M(n) =
n(n + 1)

2
− 1, 則所有連通子圖中恰有兩相異連通子圖有相同之著色數.

1. 若所有長度 1 之子圖著色數均相異, 則著色數由小至大分別大於等於 1,2,3,⋯, n,
因此

fs(G)
n

∑
i=1

fs(H(1,i)) ≥ 1 + 2 + 3 +⋯+ n =
n(n + 1)

2
,

與 fs(G) =
n(n + 1)

2
− 1 不合. 所以恰有兩個長度 1 之子圖有相同著色數,

亦即 fs(H(1,k)) = fs(H(1,l)),1 ≤ k < l ≤ n; 且其他連通子圖之著色數均相異.

所以總共有
n(n + 1)

2
個連通子圖, 有

n(n + 1)
2

−1 個相異著色數. 設 a = fs(H(1,k)).

由於M(n) =
n(n + 1)

2
−1,因此 {fs(H(1,1)),⋯, fs(H(n,1))} = {1,2,3,⋯,

n(n + 1)
2

−1

2. 如果 k + 1 ≠ l, 則考慮 Γ1 為從 k 到 l − 1 的連通子圖, 考慮 Γ2 為從 k + 1 到 l 的連
通子圖, 則 fs(Γ1) = fs(Γ2), 矛盾. 所以 l = k + 1.

3. 以 S1 代表長度為 1 的子圖的著色數所成之及合, S2 代表長度為2 的子圖著色數所
成之及合, 則S1 ∩ S2 = ϕ

4. 若 a = n − 1, 則S1 = {1,2,⋯, n − 1}, 則∀x ∈ S2, n ≤ x ≤ 2n − 2,
所以S2 ⊂ {n,n+ 1,⋯,2n− 2}. 但是 S2 共 n− 1 個元素所以 S2 = {n,n+ 1,⋯,2n− 2}.
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假設 f(j) = f(j + 1) = n − 1, fs(H(2,j)) = 2n − 2,2n − 3 ∈ S2 所以 f(j − 1) = n − 2 或
f(j + 2) = n − 2, 可假設 f(j − 1) = n − 2. 2n − 4 ∈ S2 所以 f(j + 1) = n − 3.
如此一來利用 2n − 5 ∈ S2 得到矛盾.

5. 若 k = n − 2, 則 f(1), f(2),⋯, f(n) 由小到大分別為 1,2,3,⋯, n − 2, n − 2, n. 因為
∀x ∈ S2, n − 1 ≤ x ≤ 2n − 2, 則 S2 = {n − 1, n + 1,⋯,2n − 2}.
設 f(j) = f(j +1) = n−2. 因為 2n−2 ∈ S2 所以可假設 f(j +2) = n, 因為 2n−3 ∈ S2
所以 f(j + 3) = n − 3. 由於 2n − 5 ∈ S2 即得到矛盾.

6. 若 k = n − 3 且 S1 = {1,2,3,⋯, n − 3, n − 3, n − 1, n}. 因為 ∀x ∈ S2, n − 2 ≤ x ≤ 2n − 1,
所以 S2 ⊂ {n − 2, n + 1,⋯,2n − 1}.
因為 2n − 2 不屬於 S2, 所以得到 S2 = {n − 2, n + 1,⋯,2n − 3,2n − 1}.
因為 2n − 3 ∈ S2 所以 f(j + 2) = n, 又因為 2n − 1 ∈ S2, 所以 f(j + 3) = n − 1. 由於
2n − 4 ∈ S2 即得到矛盾.

7. 若 k = n − 3 且 S1 = {1,2,3⋯, n − 3, n − 3, n − 2, n + 1}.
因為 ∀x ∈ S2, n − 1 ≤ x ≤ 2n − 1, 所以 S2 ⊂ {n − 1, n, n + 2,⋯,2n − 1}, 且兩個集合間
相差一個元素.
如果 2n − 1 不屬於 S2 則 2n − 2,2n − 3,2n − 4 ∈ S2 可以得到矛盾.
如果 2n− 1 ∈ S2 假設 f(t) = n+ 1, f(t+ 1) = n− 2. 則考慮 2n− 2,2n− 3,2n− 4 至屬
於多只有一個元素不屬於 S2 可以得到矛盾.

8. 持續類似的討論繼續往下做, 每種情況均可以得到矛盾. 但是我們還無法給出一個
完全完整的證明.

9. 教授提供以下的證明:
將 f(1), f(2), f(3),⋯, f(n) 由小到大記為 f1, f2, f3, ⋅, fn. 令 T1 = {1,2,⋯, fn}, 則
S1 ⊂ T1, 令T2 = {fn + 1, fn + 2,⋯, fn + fn−1}, 則 S1 ∪ S2 ⊂ T1 ∪ T2. 依此類推可以定
義 Tk 滿足 S1 ∪⋯∪ Sk ⊂ T1 ∪ Tk. 且

S1 ∪⋯∪ Sn = T1 ∪⋯∪ Tn = {1,2,⋯, s},

其中 s =
n(n + 1)

2
− 1.

可以證明

S1 ∪⋯∪ Sn−1 = T1 ∪⋯∪ Tn−1 = {1,2,⋯, s − 1};

S1 ∪⋯∪ Sn−2 = T1 ∪⋯∪ Tn−2 = {1,2,⋯, s − 3};

S1 ∪⋯∪ Sn−3 = T1 ∪⋯∪ Tn−3 = {1,2,⋯, s − 6};

所以 Sn = {s}, Sn−1 = {s − 1, s − 2}, Sn−2 = {s − 3, s − 4, s − 5}.
由於Sn = {s}, Sn−1 = {s−1, s−2},可以假設 f(1) = 1, f(n) = 2, f(2) = x, f(n−1) = y.
令 A = f(3) +⋯+ f(n− 2). 則 A+ x+ y = s− 3; {A+ x+ 1,A+ y + 2} = {s− 4, s− 5}.
因此 x = 3, y = 3 (矛盾) 或是 x = 4, y = 2.
如果 x = 4, y = 2 則 s − 6 不屬於 Sn−3 (矛盾), 故得證.

4 直直直線線線圖圖圖之之之下下下界界界

定定定理理理 4. 直線明顯下界是 n.

證證證明明明. 當格數= n, 著色方式為 f1 = (1,1,1,1, . . . ,1), 如圖 3

由圖觀察, 可取 n 個 1 所形成的連通子圖 Hn
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1 1 1 ⋯ ⋯ 1 1 1 1 1
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

n 格

圖 3

定定定理理理 5. m(n) ≥ [
n2 + 4n

4
].

證證證明明明. 著色方式為利用一正整數 k 與 1 組合著色, 由 k − 1 個 1 與 n − k + 1 個 k 排出之
f2, 如圖 4

1 1 1 ⋯ 1 k k ⋯ k k
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

n 格

圖 4

由圖觀察,
當 n ≤ k + 1 時, 可以取相鄰 n 個 1 所形成的連通子圖;
當 n = tk 時, 可以取相鄰 t 個 k 所形成的連通子圖;
當 n = tk + s 時, 可以取相鄰 t 個 k 加上與其相鄰的 s 個 1 所形成的連通子圖, 其中
t ≤ n − k + 1, s ≤ k − 1.
當 n 是奇數時取 k = n + 1/2, 當 n 是偶數時取 k = n + 2/2 即得證.

定定定理理理 6. 2 < n < 6 時, m(n) ≥ 3n − 3.

證證證明明明. 著色方式為 f3 = (1,3,3,3, . . . ,3,3,3,2), 如圖 5.

1 3 3 ⋯ ⋯ 3 3 3 3 2
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

n 格

圖 5

由圖觀察,
當 n ≤ 2 時, 可以取 n 所形成的連通子圖 Hn1;
當 n = 3k 時, 可以取相鄰 k 個 3 所形成的連通子圖 Hn2;
當 n = 3k + 1 時, 可以取相鄰 k 個 3 加上與其相鄰的 1 個 1 所形成的連通子圖 Hn3;
當 n = 3k + 2 時, 可以取相鄰 k 個 3 加上與其相鄰的 1 個 2 所形成的連通子圖 Hn4;
又當 2 < n < 6 時, f3 所排出的最大連續組合數會比 f2 還要來的大, 故在此範圍內, f3排
法可以作為直線的下界.

定定定理理理 7. 8 < n < 18 時, m(n) ≥ 7n − 27.

證證證明明明. 著色方式為 f4 = (1,2,3,7,7, . . . ,7,7,4,4,1), 如圖 6

由圖觀察,
當 n ≤ 4 時, 可以取 n 所形成的連通子圖 Hn1;
當 n = 5 時, 可以取 1 個 1 及與 1 相鄰的 1 個 4 所形成的連通子圖 Hn2;
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1 2 3 7 7 ⋯ 7 4 4 1
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

n 格

圖 6

當 n = 6 時, 可以取相鄰的 1 個 1, 1 個 2 及 1 個 3 所形成的連通子圖 Hn3;
當 n = 7k 時, 可以取相鄰 k 個 7 所形成的連通子圖 Hn4;
當 n = 7k + 1 時, 可以取相鄰 k − 1 個 7 加上與其相鄰的 2 個 4 所形成的連通子圖 Hn5;
當 n = 7k + 2 時, 可以取相鄰 k − 1 個 7 加上與其相鄰的 2 個 4 及 1 個 1 所形成的連通子
圖 Hn6;
當 n = 7k + 3 時, 可以取相鄰 k 個 1 加上與其相鄰的 1 個 3 所形成的連通子圖 Hn7;
當 n = 7k + 4,7k + 5,7k + 6 時, 可以取相鄰 k 個 7 再分別加上連通子圖 Hn1,Hn2,Hn3;
又當 6 < n < 18 時, f4 排出的最大連續組合數會比 f2 還要來的大, 不過當 n = 8 時此著色
為其連續最大組合, 而在 n = 9 時最大連續組合數值已不是此著色, 故在 8 < n < 18 範圍
內, f4 排法可以作為下界的最大值.

先前於文獻資料[2]中有一組排法為 (1,1, . . . ,1, k + 1, k + 1, . . . , k + 1, k − 1), 如圖 7

1 1 1 . . . 1 k + 1 k+1 ⋯ k + 1 k
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

n 格

圖 7

當 n ≤ k − 1 時, 可以取相鄰 n 個 1 所形成的連通子圖 Hn1;
當 n = k 或 k + 1 時, 可以取 n 所形成的連通子圖 Hn2;
當 n = t(k + 1) + s 時, 可以取相鄰 t 個 1 加上與其相連的 t 個 k + 1 所形成的連通子圖
Hn3, 其中 s ≤ k − 1,t ≤ n − k;
當 n = t(k + 1) + k 時, 可以取相鄰 t 個 k + 1 加上與其相連的 k 所形成的連通子圖 Hn4,
其中 t ≤ n − k.

定定定理理理 8. m(n) ≥ [
n2 + 6n − 3

4
].

證證證明明明.

1. 如圖 8, 著色方式為前面 k 個 2 後面接兩個 1, 中間有 n− 2k − 3 個 2k + 4, 後面再接
著一個 3 及 k 個 2

2 ⋯ 2 1 1 2k + 4 ⋯ 2k + 4 3 2 ⋯ 2
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

n 格

圖 8

由圖觀察,
當 n ≤ 3 時, 可以取 n 所形成的連通子圖 Hn1;
當 n = 2k 時, 可以取相鄰 k 個 2 所形成的連通子圖 Hn2;
當 n = 2k + 1 時, 可以取相鄰 k 個 2 加上與其相鄰 1 個 1 所形成的連通子圖 Hn3;

6



當 n = 2k + 2 時, 可以取相鄰 k 個 2 加上與其相鄰 2 個 1 所形成的連通子圖 Hn4;
當 n = 2k + 3 時, 可以取相鄰 k 個 2 加上與其相鄰 1 個 3 所形成的連通子圖 Hn5;
當 n = t(2k + 4) 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 所形成的連通子圖 Hn6;
當 n = t(2k + 4) + 1 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 加上與其相鄰 1 個 1 所形成的連通
子圖 Hn7;
當 n = t(2k + 4) + 2 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 加上與其相鄰 2 個 1 所形成的連通
子圖 Hn8;
當 n = t(2k + 4) + 3 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 加上與其相鄰 1 個 3 所形成的連通
子圖 Hn9;
當 n = t(2k + 4) + 2k + 2 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 加上 Hn4 所形成的連通子圖
Hn10;
當 n = t(2k + 4) + 2k + 3 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 加上 Hn5 所形成的連通子圖
Hn11;
當 n = (n − 2k − 3)(2k + 4) + (2k + 3) + 1 時, 可以取相鄰 n − 2k − 3 個 2k + 4 加上
Hn4 及與其相鄰的 1 個 1 所形成的連通子圖Hn12;
當 n = (n − 2k − 3)(2k + 4) + (2k + 3) + 2 時, 可以取相鄰 n − 2k − 3 個 2k + 4 加上
Hn5 及與其相鄰的 2 個 1 所形成的連通子圖Hn13;
當 n = (n − 2k − 3)(2k + 4) + (2k + 3) + 2k + 1 時, 可以取 n − 2k − 3 個 2k + 4 加上
Hn4 及 Hn3 所形成的連通子圖 Hn10;
當 n = (n − 2k − 3)(2k + 4) + (2k + 3) + 2k + 2 時, 可以取 n − 2k − 3 個 2k + 4 加上
Hn5 及 Hn4 所形成的連通子圖 Hn11;

2. 如圖 9 , 著色方式為前面 k 個 2 後面接一個 1, 中間有 n − 2k − 1 個 2k + 2, 後面再
接著 k 個 2

2 ⋯ 2 1 2k + 2 2k + 2 ⋯ 2k + 2 2 ⋯ 2
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

n 格

圖 9

由圖觀察,
當 n ≤ 2 時, 可以取 n 所形成的連通子圖 Hn1;
當 n = 2k 時, 可以取相鄰 k 個 2 所形成的連通子圖 Hn2;
當 n = 2k + 1 時, 可以取相鄰 k 個 2 加上與其相鄰 1 個 1 所形成的連通子圖 Hn3;
當 n = t(2k + 2) 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 2 所形成的連通子圖 Hn4;
當 n = t(2k + 2) + 1 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 2 加上與其相鄰 1 個 1 所形成的連通
子圖 Hn5;
當 n = t(2k + 2) + 2k 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 2 加上與其相鄰 k 個 2 所形成的連通
子圖 Hn6;
當 n = t(2k + 2) + 2k + 1 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 2 加上 Hn3 所形成的連通子圖
Hn7;
當 n = t(2k + 4) + 2 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 加上與其相鄰 2 個 1 所形成的連通
子圖 Hn8;
當 n = t(2k + 4) + 3 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 加上與其相鄰 1 個 3 所形成的連通
子圖 Hn9;
當 n = t(2k + 4) + 2k + 2 時, 可以取相鄰 t 個 2k + 4 加上 Hn4 所形成的連通子圖
Hn10;
當 n = t(2k + 4) + 2k + 3 時, 可以取相鄰 t 個 2 加上 Hn5 所形成的連通子圖 Hn11.

定定定理理理 9. m(n) ≥ [
n2 + 6n + 13

4
].

7



證證證明明明. 如圖 10, 著色方式為前面一個 1 和一個 2 後面接 k 個 1 及一個 3 , 中間有 n−k−6
個 k + 7, 後面再接著一個 k + 4, 一個4 及一個 1.

1 2 1 ⋯ 1 3 k + 7 ⋯ k + 7 k + 4 4 1
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

n 格

圖 10

由圖觀察,
當 n ≤ 4 時, 可以取 n 所形成的連通子圖 Hn1;
當 n = k 時, 可以取相鄰 k 個 1 所形成的連通子圖 Hn2;
當 n = k + 1 時, 可以取 k − 2 個 1 加上與其相鄰的 1 個 2 及 1 個 1 所形成的連通子圖
Hn3;
當 n = k + 2 時, 可以取相鄰 k 個 1 加上與其相鄰的 1 個 2 所形成的連通子圖 Hn4;
當 n = k + 3 時, 可以取相鄰 k 個 1 加上與其相鄰 1 個 3 所形成的連通子圖 Hn5;
當 n = k + 4 時, 可以取 1 個 k + 4 所形成的連通子圖 Hn6;
當 n = k + 5 時, 可以取 k 個 1 加上與其相鄰的 1 個 2 及 1 個 3 所形成的連通子圖 Hn7;
當 n = k + 6 時, 可以取 k 個 1 加上與其相鄰 1 個 1 以及 1 個 2 以及 1 個 3 所形成的連
通子圖 Hn8;
當 n = t(k + 7) 時, 可以取相鄰 t 個 k + 7 所形成的連通子圖 Hn9;
當 n = k + 8 時, 可以取 1 個 k + 4 加上 1 個 4 所形成的連通子圖 Hn10;
當 n = k + 9 時, 可以取 1 個 k + 4 加上與其相鄰的 1 個 4 及 1 個 1 所形成的連通子圖
Hn11;
當 n = t(k + 7) 時, 可以取相鄰 t 個 k + 7 所形成的連通子圖 Hn12;
當 n = k + 8 時, 可以取 1 個 k + 4 加上與其相鄰的 1 個 4 所形成的連通子圖 Hn13;
當 n = k + 9 時, 可以取 1 個 k + 4 加上與其相鄰的 1 個 4 及 1 個 1 所形成的連通子圖
Hn14;
當 n = t(k + 7) + k + 2 時, 可以取相鄰 t 個 k + 7 加上與其相鄰的 1 個 3 及 k − 1 個 1 所形
成的連通子圖 Hn15;
當 n = t(k + 7) + k + 5 時, 可以取相鄰 1 個 k + 7 加上 Hn7 所形成的連通子圖 Hn16;
當 n = t(k + 7) + k + 6 時, 可以取相鄰 1 個 k + 7 加上 Hn8 所形成的連通子圖 Hn17.

由上述討論可得
(n2 + 6n + 13)

4
≤M ′(n) ≤M(n) ≤

n(n + 1)
2

− 2. 接著將格數改為 N ,

而 N = L + n − 1 , 討論格數夠大時的最大下界, 而 L 及 n 為變數.

定定定理理理 10. m(n) ≥
(N2 + 6N + 13)

4
.

證證證明明明. 如圖 11, 著色方式為前面有 k − 2 個 1, 一個 2, n − 2k − 1 個 1, 一個 k, L 個 n, 一
個n − k, 一個 k + 1, k − 2 個 1, 長度為 L + n − 1

1 ⋯ 1 2 1 ⋯ 1 k n ⋯ n n − k k + 1 1 ⋯ 1
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

L + n − 1 格

圖 11

由此著色方式所排出的最小值:
令 L,n 為固定的正整數
k − 2 + 2 + n − 2k − 1 + k +Ln + n − k + k + 1 + k − 2 = k + (L + 2)n − 2

8



由此可得知上式為k的一個斜率為正的線性函數, 所以 k 越大越好.

但 k > 2, n − 2k − 1 > 0 所以 k <
(n − 1)

2
, 所以 k 取 3.

同理將 k = 3 代入上式 3+(L+ 2)n− 2 = (L+ 2)n+ 1, L,n 互為斜率為彼此的線性函數, 故
L,n 皆越大越好.
由此可知, 目前最大的下界值為, 當長度(令 N )為 L + n − 1 時, 總和為

(L + 2)n + 1 = (N − n + 1 + 2)n + 1 = −(n −
(N + 3)

2
)2 +

(N2 + 6N + 13)
4

故當 n =
(N + 3)

2
時, m(n) =

(N2 + 6N + 13)
4

.

當 n = 偶數時, 與之最接近正整數為 k =
(N + 5)

2
,
(N + 1)

2
時, m(n) = [

(N2 + 6N + 13)
4

]

因此當格數為N時, 任何介於 1 到
(N2 + 6N + 13)

4
的數都可被寫出來.

定定定理理理 11. m(n) ≥ [
(N2 + 6N + 21)

4
].

證證證明明明. 如圖 12, 著色方式為前面有 k − 2 個 1, 一個 2, n − 2k − 3 個 1, 一個 2, 一個 k, L
個 n, 一個 n − k, 一個 k + 1, k − 2 個 1, 一個 2, 長度為 L + n − 1.

1 ⋯ 1 2 1 ⋯ 1 2 k n ⋯ n n − k n − k k + 1 1 ⋯ 1 2
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

L + n − 1 格

圖 12

由此著色方式所排出的最小值:
令 L,n 為固定的正整數
k − 2 + 2 + n − 2k − 3 + 2 + k +Ln + n − k + k + 1 + k − 2 + 2 = k + (L + 2)n
由此可得知上式為 k 的一個斜率為正的線性函數, 所以 k 越大越好

但 k > 2, n − 2k − 3 > 0, ∴k <
(n − 3)

2
, ∴k 取 3.

同理將 k = 3 代入上式可得 3+Ln. L,n 互為斜率為彼此的線性函數, 故 L,n 皆越大越好.
由此可知, 目前最大的下界值為, 當長度(令 N )為 L + n − 1 時, 總和為

(L + 2)n + 3 = (N − n + 1 + 2)n + 3 = −(n −
(N + 3)

2
)2 +

(N2 + 6N + 21)
4

.

故當 n =
(N + 3)

2
時, m(n) =

(N2 + 6N + 21)
4

.

當 n =偶數時, 與之最接近正整數為 k =
(N + 5)

2
,
(N + 1)

2
時, m(n) = [

(N2 + 6N + 21)
4

]

因此當格數為 N 時, 任何介於 1 到
(N2 + 6N + 21)

4
的數都可被寫出來.

定定定理理理 12. m(n) ≥ [
(N2 + 8N − 8)

4
].

證證證明明明. 如圖 13, 著色方式為 k − 2 個 1, 一個 2, T 個 1, M + 1 個 k, L 個 n, 一個n − k, 一
個 k + 1, M個[ k − 2 個 1 和一個 2 ]與 k − 2 個 1, 長度為 L + n − 1
由此著色方式所排出的最小值:
令 L,n, k 為固定的正整數

k−2+2+T +(M+1)k+nL+n−k+k+1+M(k−2+2)+k−2 = (2k)M+nL+n+T +3k−1 ( �)

9



1 ⋯ 1 2 1 ⋯ 1 k ⋯ k n ⋯ n n − k k + 1 1 ⋯ 1 2 1 ⋯ 1
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

L + n − 1 格

圖 13

又已知 k − 2 + 1 + T +M + 1 + 1 + 1 +M(k − 2 + 1) + k − 2 = n − 1 ∴ T = n − 2k − kM − 1 > 0

可得知 M <
(n − 2k − 1)

k
,M = [

(n − 2k − 1)
k

] 代入( �)式得: 總和= (k)M + 2n + nL + k − 2

由此可得知 M 為一個斜率為正的線性函數, 故 M 值越大結果越好.

令 L,n 為固定的正整數, M =
(n − 1)

k
− 2 − d, 其中 1 > d ≥ 0. 代入( �)式可得: (−1 − d)k +

3n + nL − 2. 由此可以得知 k 值越小越好, 但 k > 2 , 故 k 取 3 為最佳解

令 L 為固定的正整數, M =
(n − 1)

k
− 2 − d, 其中 1 > d ≥ 0, k = 3 代入( �)式得:

(L + 3)n − 3d − 5. 由此可以得知 n 值越大越好, 同理, L 值亦越大越好.
由此可知, 目前最大的下界值為, 當長度(令 N )為 L + n − 1 時, 總和為

(L + 3)n − 6 = (N − n + 1 + 3)n − 6 = −(n − (N + 4)/2)2 + (N2 + 8N − 8)/4.

故當 n =
(N + 4)

2
時, m(n) =

(N2 + 8N − 8)
4

. 當 n = 奇數時, 與之最接近正整數為

n =
(N + 3)

2
,
(N + 5)

2
時, m(n) = [

(N2 + 8N − 8)
4

], 因此當格數為 N 時, 任何介於 1 到

(N2 + 8N − 8)
4

的數都可被寫出來. 此最大下界代入 Page.18 中程式跑出的結果, 可與表

格中 IC 組合數之值吻合.

經過以上探討可以得知, 當格數為 n 時目前直線郵票覆蓋數的上下界範圍為:

(n2 + 8n − 8)
4

≤M(n) ≤
(n(n + 1))

2
− 3.

5 圓圓圓形形形圖圖圖以以以及及及一一一些些些俄俄俄羅羅羅斯斯斯方方方塊塊塊圖圖圖形形形

5.1 圓圓圓形形形

定義名詞:
Sc: 圓形所排數的總和.
nc: 於圓形上取之格數.
Mc(nc): 所排出的數所能連續組合出的最大值.
mc(nc): 所排出的數所能連續組合出的最小值.

定定定理理理 13. 圓形明顯上界為nc(nc−1) + 1.

證證證明明明. 當格數= nc, 著色方式為 1 有 nc 個, 2 有 nc 個, 3 有 nc 個 ⋯, nc − 1 有 nc 個, nc

有 1 個, 所求之值為 nc(nc − 1) + 1.

定定定理理理 14. 圓形明顯下界為 nc.

證證證明明明. 當格數= nc, 著色方式為 1,1,1,1,1,1, . . . ,1,1,1,1,1 所求之值為 1 + 1 + 1 . . . + 1 =
nc.

我們考慮一些特殊的著色, 由此我們可以得到圓形圖之下界

10



定定定理理理 15. mc(nc) ≤ 6nc − 11.

證證證明明明. 由 1 個 1, 1 個 2, 1 個 4, 加上 nc − 3 個 6 排出, 如圖14.

圖 14

→ 總合為 1 + 2 + 4 + 6(nc − 3) = 6nc − 11.

定定定理理理 16. 當 nc ≥ 7, mc(nc) ≤
(n2

c + 2nc − 1)
2

.

證證證明明明. 由 k 個 2 與 (nc − k − 1) 個 (2nc + 2) 及 1 個 1 排出, 如圖 15.

圖 15

∴1+2+⋯+2+(2k+2)+⋯+(2k+2) = −2[k2−(nc−1)k+
(nc − 1)

4

2

]+2nc−1+
(n2

c − 2nc + 1)
2

.

∴ 當 k =
(nc − 1)

2
時, 有 min =

(n2
c + 2nc − 1)

2
.

而
(n2

c + 2nc − 1)
2

在 nc ≥ 7 時會比之前算出來的 6nc − 11 還大, 故為較大的下界.

5.2 俄俄俄羅羅羅斯斯斯方方方塊塊塊

在做研究時才發現其實很多俄羅斯方塊的圖形只是直線的變形而已, 如圖 16.

圖 16

所以我們統整後討論凸形與十字兩種不屬於直線的圖形.
名詞定義:
m: 於圖形上其中一分支所取之格數.
am: 圖 m.
M(am): 所排出的數所能連續組合出的最大值.
m(am): 所排出的數所能連續組合出的最小值.

定定定理理理 17. 凸形上界為
2m3 + 9m2 + 3m + 1

2
.

11



圖 17

證證證明明明. 為方便求其組合數, 我們將凸形分為一格中心格子與分支上 3m 個格子 過程中, 我
們可以發現未參與中心點的格子所組成的格數有規律, 如圖 17.

而參與中心點的格子所組成的格數也有規律, 如圖 18.

圖 18

故其著色最大值為:

1(m+1)+2m+2(m−1)+2(m−2)+⋯+2×2+2×1+3m+
3

2
m(m+1) =

(2m3 + 9m2 + 3m + 1)
2

目前最大下界值為第 50 屆中小學科學展覽會作品「圈圈相連到天邊」中所算出來的
m(am) = (m + 1)3 + 2m − 1(詳見[1])

定定定理理理 18. 十字型的上界.

證證證明明明. 與凸形相同, 將十字分為一個中心格子與 4m 個分支格子, 分開討論. 並也找出未參
與中心格子所組成的格數規律, 如圖 19.
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圖 19

運用著色組合, 求出參與中心點的各組合個數如下圖 20
故以此推論 am 的總和 M(am) 應為[(m + 1)2]2

圖 20

→ 將參與中心點與未參與中心點之組合個數相加
→ [(m + 1)2]2 + 2n2 + 2n→M(am) =m4 + 4m3 + 8m2 + 6m + 1
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目前最大下界值為第 50 屆中小學科學展覽會作品「圈圈相連到天邊」中所算出來的
m(am) = (m + 1)4 + 2m − 1(詳見[1])

6 討討討論論論與與與結結結論論論

6.1 動動動手手手做做做做做做看看看

在探討直線 IC 著色時, 利用動手著色及程式輔助可得以下結果:
n = 1 S = 1→ (1) →M(1) = 1;
n = 2 S = 2→ (1,1), S = 3→ (1,2) →M(2) = 3;
n = 3 S = 3→ (1,1,1), S = 4→ (1,1,2), S = 5→ (1,2,2), S = 6→ (1,3,2) →M(3) = 6;
n = 4 S = 4→ (1,1,1,1), S = 5→ (1,1,1,2), S = 6→ (1,1,1,3), (1,1,2,2);

S = 7→ (1,1,1,4), (1,1,2,3), (1,2,2,2), S = 8→ (1,2,4,1), (1,1,3,3), (1,3,2,2);
S = 9→ (1,3,3,2) →M(4) = 9;

以上 M ′ 和 M 都相同.
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由指導教授提供的電腦程式跑的結果, 得到

n M ′(n) M(n)
5 13 同左

[2,2,3,5,1]
6 17 18

[2,2,2,3,7,1] [6,3,1,7,5,2]
7 23 24

[2,3,2,6,6,3,1] [8,7,2,3,1,10,8]
8 29 同左

[1,2,3,7,7,4,4,1]
9 36 37

[1,2,3,7,7,7,4,4,1] [7,15,5,1,3,8,2,16,7]
10 43 45

[1,2,3,7,7,7,7,4,4,1] [28,5,2,8,6,11,9,3,1,18]

其中 n = 5,6,7,8 的 M(n) 結果與 Penrice 在 1995 的論文的數據吻合(詳見[2]), 其他
結果我們則尚未在其他資料中發現. 由上表可推知郵票覆蓋數一定大於等於 IC 數, 因 IC
數的限制較郵票覆蓋數為大.
而至 n = 11 以後的著色組合, 藉由程式計算需花上超過一天的時間還未能跑出結果, 因此
當 n ≤ 10 的範圍在有限時間可用電腦跑出正確答案.
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經由上述一連串的研討, 我們可以發現結果如表：

7 討討討論論論與與與結結結論論論

上下界之範圍縮小：往後可繼續將上界變小下界變大, 使連續組合數的範圍縮小.

二維圖形之連續組合數的延伸：目前我們只針對二維圖形(直線、圓形及俄羅斯方
塊)做研究, 並以二維圖形為基礎, 逐步研究在三維空間中所著色出的連續組合數.

先前的科展作品, 如「圈圈相連到天邊」, 大多停留在下界, 經過這次的研究, 我們除
了改進下界值, 更增添了上界, 並將研究擴展到更多圖形, 使其有較精確的範圍. 從一開
始較簡單也較麻煩的窮舉法推導並縮小了直線的上界值, 進而使用著色與些微邏輯推理使
證明與研究更深入. 發現這些之後朝趨於複雜的圖形做了探討, 雖然並未得出完美符合預

期的成果, 但與[2]學術論文比較, 我們的直線下界值
(n2 + 6n + 13)

4
改進了此論文的下界

(n2 + 6n − 3)
4

. 本次的結果給我們的不僅僅是題目侷限的紙上內容, 還點綴了其他本該不

會發現的插曲, 更說明了數學的延展性與奧妙！期望能繼續延伸本次內容, 並能用簡單且
高效率的方法解決問題！
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