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給定 S 為 {1,2,3, . . . , n2} 的一個子集合, 並預先將 S 中的數字填入一個 n 階方陣. 若能將
剩餘自然數 {1,2,3, . . . , n2} − S 全部填入此方陣中未被 S 所佔據的格子, 滿足“相鄰的數字需填
入方陣中相鄰的格子”且“填入數字的方法是唯一的”, 則稱 S 為 n 階方陣的一個“確定集”. 本作
品探討確定集 S 所需的“最少元素個數”以及“填入 n 階方陣中的策略”, 使得若刪除 S 中任何一
個元素, 則剩餘自然數填入方陣的方法皆不唯一. 我們定義“連續對應函數”, 並觀察低維度的特
例, 找出最小確定集的條件並推廣到一般情形. 同時也觀察填入路線, 與路線轉折次數所造成的影
響, 並得出一些有趣的數學性質.

1 研研研究究究動動動機機機

我們偶然在 2013 年 7 月 7 日(星期日)的聯合報上看到一個特別的遊戲—蜜蜂數字. 它有
些類似數獨, 但在細節上又不太一樣. 同樣是遊戲設計者先在部分格子中給定特定數字,
然後由玩家將剩餘數字填入剩下的格子內, 不過蜜蜂數字填數字的規則是:「從 1 開始, 以
相鄰且不間斷的方式將數字填入格子內」(因為這個正六邊形鑲嵌圖共有 37 個格子, 故要
填入的數字為 1 到 37). 在嘗試了這個遊戲後, 我們好奇: 它事先給定的數字, 真的能造成
唯一的解答嗎? 而在這樣的圖形內, 最少要事先給玩家幾個數字才可能使解答唯一?

轉換此問題, 我們將原本正鑲嵌圖中的正六邊形改成正方形來研究, 也就是以方陣來討
論這個遊戲. 遊戲規則是: 在 n × n 的方陣中, 部分特定的格子已經被編號(已填入數字),
玩家從 1 開始, 將數字 1,2,⋯, n2 以相鄰且不間斷的方式填入格子中. 我們關心的是在設
計遊戲時“事先可給定哪些數字?”以及“該擺放在哪些位置?”

在傳統的數獨遊戲中, 目前已知至少要給定 17 個數才能保證有唯一解, 然而在有唯一
解的前提下, 是否存 16 個初始數的數獨題目呢? 2012 年 1 月 1 日, 都柏林大學的 Gary
McGuire 利用計算機已證明出“不存在 16 個初始數的數獨題目”, 意即, 在數獨遊戲中, 最
少需給定 17 數才能有唯一解. 所以在我們的研究問題當中, 我們同樣關心至少需事先在
n 階方陣中需填入多少個數字, 使其餘數字填入的方法唯一.
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2 研研研究究究目目目的的的

對於一個 n × n 方陣, 設計一個 {1,2,3, . . . , n2} 的子集合 S, 並將 S 中的數字預先安排在
方陣中特殊的位置, 滿足下列兩個條件:

條條條件件件(1): 能將其餘數字 {1,2,3,⋯, n2} − S 也填入同一個被 S 佔據部分位置的方陣中時,
相鄰的自然數可被安排在方陣中相鄰的位置, 且填入方法唯一.
條條條件件件(2): 若在此方陣中刪除 S 中任意一個數字, 皆會造成其餘數字填入的方法不唯一.

對於這個特殊的子集合 S, 我們欲說明存在一種策略, 能將 S 中的數字預先填入 n 階
方陣的特殊位置, 並且能滿足上述兩個條件.

3 研研研究究究設設設備備備及及及器器器材材材

方格紙, 筆, 電腦, 繪圖程式(powerpoint、word), mathtype.

4 研研研究究究過過過程程程或或或方方方法法法

4.1 基基基本本本概概概念念念與與與名名名詞詞詞解解解釋釋釋

對於一個 n × n 的 階方陣, 共有 n2 個位置 {aij ∣1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ n}, 其中 aij 代表此方陣
中第 i 列第 j 行的位置. 此外, 若方陣中任兩位置 ai1j1 與 ai2j2 滿足 ∣i1 − i2∣ + ∣j1 − j2∣ = 1,
則稱為相鄰, 以“ai1j1 ∼ ai2j2” 表示. 若方陣中 n2 個位置與自然數 {1,2,3, . . . , n2} 形成一
對一的對應, 使得相鄰的自然數對應到方陣中相鄰的位置, 我們稱此對應的方式為“連連連續續續
對對對應應應”. 換句話說, 所謂連續對應是一對一函數 f ∶ {aij ∣ 1 ≤ i, j ≤ n} → {1,2,⋯, n2}, 滿足
『對所有 ∣f(ai1j1) − f(ai2j2) = 1∣ , 均有“ai1j1 ∼ ai2j2”.
考慮 1 × 1 的方陣, 則函數 f(a11) = 1 即為一個連續對應函數.

考慮 2 × 2 的方陣, 若定義函數 f ∶ {aij ∣1 ≤ i, j ≤ 2} → {1,2,3,4} 為 f(a11) = 1,
f(a21) = 2, f(a22) = 3, f(a12) = 4, 則此函數即為一個連續對應函數. 方便起見, 可用下圖
表示:

對於一個 n 階方陣, 當然存在有許多不同的連續對應函數, 例如:

此三個圖表皆可視為 2 階方陣的連續對應函數, 而
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則不是 2 階方陣的連續對應函數.

對於 n 階方陣, 隨著自然數 n 的變大, 連續對應函數的數量將隨之增加. 如欲使 n 階
方陣的連續對應函數唯一, 則可事先給定若干位置上的函數值來限制其連續對應函數的數
量.

我們的問題是研究一個 n 階方陣, 其中若干的位置上已填有某些 {1,2,3, . . . , n2} 的自
然數, 則是否能將剩下的自然數全部填入此方陣, 滿足相鄰的數字需填入方陣中相鄰的位
置, 且填入數字的方法必須是唯一的.

以 3 階方陣為例:

例例例1:若給定 f(a22) = 1, f(a23) = 4, f(a31) = 7, 如(圖一), 則填入數字的方法唯一, 如(圖
二).

(圖一) 連續對應唯一 (圖二)

例例例2:若給定 f(a12) = 1, f(a23) = 4, f(a31) = 7, 如(圖三), 則不存在連續對應函數.

(圖三)

為了方便後續的論述, 令子集合 S ⊆ {1,2,3, . . . , n2}. 若 S 滿足條件(1), 則稱 S 為 n
階方陣的“確確確定定定集集集”. 當 S 滿足條件(2), 則稱 為“極極極小小小確確確定定定集集集”.

(圖一) (圖四)
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例例例3:由例 1(圖一)可知集合 S = {1,4,7} 為 3 階陣列的一個確定集, 然而我們刪去 S 中任
一個數字, 皆造成此陣列會有兩個以上的連續對應函數, 故 S = {1,4,7} 即為 3 階陣列的
一個極小確定集.

例例例4: f(a11) = 1, f(a12) = 4, 如(圖四)也是一個 3 階方陣的極小確定集.

由例3、例4可以知道:n 階方陣可以有不同元素個數之極小確定集.
令 Rn = {∣S∣ ∶ S 為 n 階陣列的極小確定集}, 並稱呼 Rn 的最小值為“最最最小小小確確確定定定數數數”, 以
M(n) 表示, 即: M(n) =min{∣S∣ ∶ S 為 n 階陣列的極小確定集}.
若 S 為極小確定集且滿足 ∣S∣ =M(n), 則 S 稱為 n 階方陣的“最最最小小小確確確定定定集集集”.

對於一個 n 階方陣 An, 若自然數 k < n, 則稱 {aij ∣1 ≤ i, j ≤ k} 所形成的方陣為 An

的“k 階階階子子子方方方陣陣陣”, 並記為“Ak”.

令 f ∶ {aij ∣1 ≤ i, j ≤ n} → {1,2,3, . . . , n2} 為 n 階方陣的一個連續對應數, 且 1 ≤ p <
q ≤ n2, 則定義 f−1[p, q] = (f−1(p), f−1(p + 1), . . . , f−1(q)) 代表 f 在 n 階方陣中, 從位置
f−1(p) 到 f−1(q), 依自然數序列 p, p + 1, p + 2, . . . , q 所形成之連續路徑.
以(圖五)為例,

f−1[3,9] = (f−1(3), f−1(4), f−1(5), f−1(6), f−1(7), f−1(8), f−1(9))
= (a22, a12, a13, a23, a33, a32, a31)

(圖五)

4.2 重重重要要要引引引理理理

引引引理理理 1.

1. 空空空集合 φ 為 1 階方陣的一個最小確定集, 意即最小確定數 M(1) = 0.
2. 集合 {1,4} 為 2 階方陣的一個最小確定集, 意即最小確定數 M(2) = 2.

證證證明明明.

1. 1 階方陣只有一格, 所以不需安排任何數字, 即可確定要填入 1 , 且為連續對應函
數. 故可知 φ 為 1 階方陣的一個極小確定集, 且同時為最小確定集, 因而最小確定
數 M(1) = 0.

2. 在 2 階方陣中, 若將集合 {1,4} 的 1, 4 分別安排在 a11, a12, 如(圖六), 則可以知道
此 2 階方陣所對應出的連續對應函數是唯一的, 如(圖七).

且當任意刪除(圖六)其中一個數字, 會發現皆可定義出兩個連續對應函數, 故可以確
定集合 {1,4} 為 2 階方陣的一個極小確定集. 接著逐一檢驗, 可發現元素個數少於 2
的集合: φ, {1}, {2}, {3}, {4} 皆不是 2 階方陣的極小確定集, 因此集合 {1,4} 為 2
階方陣的一個最小確定集, 而最小確定數 M(2) = 2.
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(圖六)
連續對應唯一

(圖七)

引引引理理理 2. 集合 {1,4} 為 3 階方陣的最小確定集, 意即 M(3) = 2 .

證證證明明明. 首先, 將集合 {1,4} 安排在 a11, a12 的位置, 如(圖八), 並依藍色箭頭方向依序將{1, . . . ,32} − {1,4} = {2,3,4,5,6,7,8,9} 的數字填入剩餘的格子, 由於數字 2 必填在 a21
字 3 必填在 a22, 可知其連續對應函數是唯一的, 如(圖十).

(圖八) (圖九) (圖十)

接著任意刪除(圖八)其中一個數字, 會發現皆可定義出兩個連續對應函數, 故可以確定
集合 {1,4} 為 3 階方陣的一個極小確定集. 最後, 依次檢驗元素個數少於 2 的集合:φ, {1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}, 發現這些集合皆不是 3 階方陣的極小確定集, 因此
可以確定不存在元素個數少於 2 的極小確定集. 而最小確定數 M(3) = 2.
引引引理理理 3. 3 階方陣中, 最小確定集只有八種類型.

證證證明明明. 從引裡 2 的結論可以知道, M(3) = 2 所以最小確定集個數必定為 2. 以下, 我們將
找出所有最小確定集的可能和其擺放方式.
在 3 階方陣中, 任選 2 個數字安排在方陣中, 共有 C9

2 = 36 種不同的選法.
然而, 當用這兩個數給出一條連續路徑時, 我們可將 9 換為 1, 而 8 將換為 2, 依此類推此
路徑會與原先走之路徑相同, 但順序相反, 故可知給定 1, 2 相當於分別給定 8, 9, 我們稱
此為“數數數字字字的的的對對對稱稱稱性性性”.
故根據數字的對稱性, 接下來僅需討論方框內的 20 種可能即可.

首先, 根據數字的奇偶性可以知道:在 3 階方陣中, 有 5 個奇數, 4 個偶數, 所以奇數必
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定放在(圖十一)中的黑色格子, 而偶數就放在白色格子.

(圖十一)

而依據方格圖形對稱性, (圖十二)及(圖十三)所代表的意義是相同的.

(圖十二) (圖十三)

1. 以 {1,4} 為例, 由於對稱性, 1 擺在 3 階方陣 4 個角落任一位置所代表情形都是一
樣的, 所以讓 1 擺在左上角, 此時 4 共有下面(I)(II)二種擺法. 而最後一種擺法(III)
是 1 擺在中間而 4 放在外圍的情形:

(I) (II) (III) 
 
 
 
 

1 4

1 4

1

4

但(II), (III)皆無法確定出唯一路線, 而(I)可以. 所以 {1,4} 為 3 階方陣的最小確定
集且擺法必定為(I).

2. 再來看到 {1,5} , 讓 1 擺在左上角, 此時 5 共有下面(I)(II)(III)三種擺法. 而最後一
種擺法(IV)是 1 擺在中間 5 放在 4 個角落其一:

(I) (II) (III)
 
 
 
 

1 5 1

5

1

5

1

5

在這(I)(II)(III)(IV)四種, 只有(I)可以確定出一條唯一路線, 所以 {1,5} 為 3 階方陣
的最小確定集且擺法必為(I).
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3. 接著, 同樣根據對稱性, {1,6} 所有可能的擺法有以下(I)(II)(III)三種:

(I) (II) (III) 
 
 
 
 

1

6

1

61 6

這三種擺法中, 只有(I)可以確定出一條唯一路線, 所以 {1,6} 為 3 階方陣的最小確
定集且擺法必定為(I).

4. 再考慮 {2,6}, 根據對稱性, 2 擺在外圍非角落的任一個位置所代表的情形都是一
樣的, 所以將 2 擺在 a12, 此時 6 可在 2 的斜對角或對面, 故 {2,6} 的擺法只有(I),
(II)兩種:

(I) (II) 
 
 
 

2

6

2

6

其中只有(I)可以確定出唯一路線, 所以 {2,6} 為 3 階方陣的最小確定集, 且擺法必
為(I).

5. 最後, 討論 {1,2} 在 3 階方陣中的擺放情形. 根據圖形的對稱性且已知 1, 2 在方陣
內必須相鄰, 故 {1,2} 的擺法只有(I), (II)兩種:

(I)

(II)

1 2 1

6 5

2 3

4

987

1

4 3

2 9

8

765

3

4 1

2 9

8

765

9

8 1

2 3

4

567

1

2

而不論是哪種擺法皆無法對應出唯一的路徑, 故 {1,2} 非 3 階方陣的最小確定集.

對於前面方框內的其他 15 個集合, 都可用相同的方式檢驗是否為最小確定集, 且最後將
可以發現這 15 個集合與 {1,2} 皆不是 3 階方陣的最小確定集.
由上述討論可知,對於 3階方陣,最小確定集僅有 {1,4}({6,9}), {1,5}({5,9}), {1,6}({4,9}),{2,6}({4,8}) 等八種情形. 其中, ( ) 內代表因數字對稱性而獲得的最小確定集.

引引引理理理 4. 集合 {1,4,16} 為 4 階方陣的極小確定集.
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證證證明明明. 首先, 將集合 {1,4,16} 中的 1, 4, 16 分別安排在 a11, a12, a14, 如(圖十四), 則 2 和
3 只能填在 a21 及 a22, 如(圖十五), 如此 5 的位置, 6 的位置都唯一確定了, 又由於 16 的
位置給定, 15 和 14 的位置也唯一確定, 此時 7 的位置確定, 13 的位置也會被確定, 最後依
次被確定的數是12, 11, 8, 9 和 10 的位置. 故可知其連續對應函數是唯一的, 如(圖十六).

(圖十四) (圖十五) (圖十六)

其次, 任意刪除(圖十四)其中一個數字, 會發現都可以定義出兩個連續對應函數:比如
刪去 1, 可將 1 改放在 a22, 就有另一種連續對應函數；刪去 4, 可將 4 改放在 a41, 就有另
一種連續對應函數；刪去 16, 可將 16 改放在 a23, 形成另一種連續對應函數. 故可知集合{1,4,16} 為 4 階方陣的一個極小確定集.

參考引理 4 給定數字的方式, 我們想知道在較大方陣中依類似的方式給定數字, 它們
是否為極小確定集. 其中一個關鍵的步驟為:「確認其對應的連續對應的唯一性」.
針對此過程, 以下將以引理 5 來說明.

引引引理理理 5. (1) 令 n ≥ 4 為偶數, 在給定如(圖十七) 12, 22, 42, 62, 82, . . . , n2 的位置, 則
f(a31) 不可能被填入 4 到 n2 之間, 除了 9 以外的任何數.

(2) 令 n ≥ 5 為奇數, 在給定如(圖十八) 12, 22, 42、62, 82, . . . , (n − 1)2 的位置, 則
f(a31) 不可能被填入 4 到 n2 之間, 除了 9 以外的任何數.

(圖十七) (圖十八)

證證證明明明.

(1) 這個證明因為用圖形顯示比較清楚, 所以我們先以 n = 8 來觀察 n 為偶數的情形.

(圖十九) (圖二十)
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針對(圖十九), 很明顯的可以發現 2 與 3 必分別填入 a21 與 a22, 如(圖二十), 以下
將討論 f(a31) 的可能性.

首先, 考慮 4 < f(a31) < 16 的情形. 因為從 f−1(4) 以數字遞增的方式連續走到
a31 最少需 5 個格子, 而 4+ 5 = 9, 可得此時 f(a31) 下界為 9；又因從 f−1(16) 以數
字遞減的方式連續走到 a31 至少需 5 個格子, 而 16 − 5 = 11, 可得此時 f(a31) 上界
為 11. 由於已知 f(a31) 必為奇數, 所以 f(a31) 若要填入 5 到 15 之間的數, 只有 9,
11 兩種可能.

如果 f(a31) = 9, 可以確定路線 f−1[9,16] 如(圖二十一).
如果 f(a31) = 11, 則 f−1[11,16] 有(圖二十二), (圖二十三), (圖二十四)三種可能.
這三個圖形中, f−1[11,16] 皆和方陣的左緣和上緣圍出一個封閉區域, 而以(圖二
十四)所圍的區域最大. 由於數字必須連續對應到方格, 封閉區域內的數無法跨過
f−1[11,16] 填到封閉區域之外. 而最大封閉區域(圖二十四)僅圍出 12 格, 不足以填
入 1 到 16 之間的所有數, 故 f(a31) ≠ 11 .

(圖二十一) (圖二十二)

(圖二十三) (圖二十四)

綜合上述討論, 若 f(a31) 落在 4 到 16 之間, 則僅可以填入 9.
用同樣的方式討論 f(a31) 是否可以填入 16 到 36 之間的數, 即 16 < f(a31) < 36 的
情形.
因為從 f−1(16) 以數字遞增的方式連續走到 a31 最少需 5 個格子, 而 16+ 5 = 21, 可
得此時 f(a31) 下界為 21；又因從 f−1(36) 以數字遞減的方式連續走到 a31 至少需
7 個格子, 而 36 − 7 = 29, 可得此時 f(a31) 上界為 29. 由於已知 f(a31) 必為奇數,
所以 f(a31) 只有 21, 23, 25, 27, 29 五種可能.

i. 如果 f(a31) = 21, 如(圖二十五), f−1[16,21] 和左上角圍出一個長方形區域, 共
3 × 4 = 12 格, 不足以填入 1 到 21 之間的數.

ii. 如果 f(a31) = 23, (圖二十六)顯示 f−1[16,23]繞出和左上角圍成正方形的封閉
區域時, 其所含的格數最多, 共 4 × 4 = 16 格, 不足以填入 1 到 23, 共 23 個數.
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iii. 如果 f(a31) = 25, 如(圖二十七), 考慮 f−1[25,36] 和左上角圍成區域, 愈接近
正方形所圍出格子數越多, 因此路線從 a31 先往下拉, 最多可以圍出 5 × 6 = 30
格, 不足以填入 1 到 36, 共 36 個數.

iv. 如果 f(a31) = 27, 如(圖二十八), f−1[27,36] 所能圍成最多格的封閉區域格數
為 4 × 6 = 24 不足以填入 1 到 36, 共 36 個數.

v. 如果 f(a31) = 29,如(圖二十九), f−1[29,36]所能繞的最遠的路圍成一個 3×6 =
18 格的封閉區域不足以填入 1 到 36, 共 36 個數.

(圖二十五) (圖二十六)

(圖二十七) (圖二十八)

(圖二十九)

綜合上述討論, f(a31) 不能填入 16 到 36 之間的數.

最後, 考慮 f(a31) 是否可以填入 36 到 64 之間的數. 首先算出 f(a31) 在 36 到 64
之間最小和最大可能的數. 因為從 f−1(36) 以數字遞增的方式連續走到 a31 最少需
7 個格子, 而 36 + 7 = 43, 可得此時 f(a31) 下界為 43；又因從 f−1(64) 以數字遞減
的方式連續走到 a31 至少需 9 個格子, 而 64 − 9 = 55, 可得此時 f(a31) 上界為 55.
由於已知 f(a31) 必為奇數, 所以 f(a31) 只有 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55 七種可能.
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i. 如果 f(a31) = 43, 如(圖三十), f−1[36,43] 和左上角圍出一個長方形區域, 共
3 × 6 = 18 格, 不足以填入 1 到 43 之間的數.

ii. 如果 f(a31) = 45, 如(圖三十一), f−1[36,45] 和左上角圍成區域愈接近正方形
所圍出格子數越多, 因此路線從 a16 先往下拉, 最多可以圍出 4 × 6 = 24 格, 不
足以填入 1 到 45 之間的數.

iii. 當 f(a31) = 47,49,⋯,55, f−1[36, ●] 可以圍起的封閉區域隨著 ● 變大而快速增
加. 因此我們換成觀察 f−1[●,64].

iv. 如果 f(a31) = 47, 如(圖三十二), f−1[47,64] 和左上角最多可以圍出 7 × 8 = 56
格, 不足以填入 1 到 64 之間的數.

v. 如果 f(a31) = 49, 49 比 47 大且與 64 更接近, f−1[49,64] 路徑較短, 所能圍出
的方格數更少, 如(圖三十三), 最多圍出 6 × 8 = 48 格.

依此類推,

f(a31) = 51, 最多圍出 5 × 8 = 40 格
f(a31) = 53, 最多圍出 4 × 8 = 32 格
f(a31) = 55, 最多圍出 3 × 8 = 24 格

可見: 格子數隨著 f(a31) 的值變大而變少, 但要填入的數卻不變(均要填入 1 到 64),
必定無法將方陣填滿.

(圖三十) (圖三十一)

(圖三十二) (圖三十三)

綜合上述討論, f(a31) 不能填入 36 到 64 之間的數.
總結以上三種情形:4 < f(a31) < 16 及 16 < f(a31) < 36 及 36 < f(a31) < 64, 可知
在(圖二十一)中, f(a31) 不可能被填入 4 到 64 之間, 除了 9 以外的任何數.

上述的情形其實是一個一般性的做法, 不限定在 n = 8. 因此, 對於一般偶數 n, 我們
可以歸納出以下敘述: 令 n ≥ 4 為偶數, 在給定如(圖十七) 12, 22, 42, 62, . . ., n2 的
位置, 則 f(a31) 不可能被填入 4 到 n2 之間除了 9 以外的任何數, 其證明概述如下:
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i. 由(圖十九)的討論, f(a31) 在 4 到 16 之間僅可以填入 9, 因此, 對於任意大於
或等於 6 的偶數 n, 我們僅需證明 (n − 2)2 到 n2 均不能是 f(a31) 所可以填入
的值.

ii. 算出從 a1,n−2 到 a31 最短路徑的格子數, 求出 f(a31) 之下界. 算出從 a1,n 到
a31 最短路徑的格子數, 求出 f(a31) 之上界.

iii. 從下界算起,前 2個奇數與 (n−2)2 做成封閉區域,可發現不足填入所需之數；
從第 3 個奇數開始與 n2 做成封閉區域, 則可發現不足 1 到 n2.

由此三個步驟可得:若 n ≥ 4 為偶數, 在給定如(圖十七) 12, 22, 42, 62, . . ., n2 的位置,
則 f(a31) 不可能被填入 4 到 n2 之間除了 9 以外的任何數.

(2) 針對 n 為奇數的情形, 以下同樣先以 n = 5 的例子作初步說明, 如(圖三十四).

(圖三十四)

針對(圖三十四), 很明顯的可以發現 2 與 3 必分別填入 a21 與 a22, 如(圖三十四), 以
下將討論 f(a31) 的可能性.
首先, 考慮 f(a31) 填入 4 到 16 之間的數之可能性. 由前面(圖十九)的討論, 已知
f(a31) 在 4 到 16 之間僅可以填入 9. 所以, 接下來考慮 16 < f(a31) ≤ 25 的情形.
因為從 f−1(16) 以數字遞增的方式連續走到 a31 最少需 5 個格子, 而 16+ 5 = 21, 可
得此時 f(a31) 下界為 21；又因總格數只有 25 格, 故此時 f(a31) 上界為 25. 由於
已知 f(a31) 必為奇數, 所以 f(a31) 只有 21, 23, 25 三種可能.

i. 如果 f(a31) = 21, f−1[16,21] 最多圍出 3 × 4 = 12 格, 如(圖三十五), 不足以放
入 1 到 21 的數.

ii. 如果 f(a31) = 23, f−1[16,23] 和左上角圍成區域愈接近正方形所圍出格子數越
多, 因此路線從 a14 先往下拉, 最多可以圍出 4 × 4 = 16 格, 如(圖三十六), 不足
以放入 1 到 23 的數.

iii. 如果 f(a31) = 25, f−1[16,25] 最多可圍出 5 × 4 = 20 格, 如(圖三十七), 不足以
放入 1 到 25 的數.

(圖三十五) (圖三十六)
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(圖三十七)

總結上述討論, 可知在(圖三十四)中, f(a31) 不可能被填入 4 到 25 之間除了 9 以外的任
何數. 而由討論過程可以發現:即使將方陣擴大(即奇數 n 變大), 也無法解決 f(a31) 無法
填入 21, 23, 25 的問題. 故對於一般情形, 我們可得:若 n ≥ 5 為奇數, 在給定如(圖十八)
12, 22, 42, 62, . . ., (n− 1)2 的位置, 則 f(a31) 不可能被填入 4 到 n2 之間除了 9 以外的任
何數.

4.3 主主主要要要定定定理理理

引理 4 的結論, 可以被推廣成下面的一般情形:

定定定理理理 1. 對於任意自然數 n, 考慮 n 階方陣, 自然數集合

Sn =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

φ, if n is 1;{1,4, . . . , (2k)2, . . . , n2}, if n is even;{1,4, . . . , (2k)2, . . . , (n − 1)2}, if n ≠ 1 is odd.

必為 n 階方陣的一個極小確定集.

證證證明明明. 當 n = 1 時, S1 = φ 為 1 階方陣的極小確定集是顯然的.
欲說明 Sn 為 n 階方陣的一個確定集, 須建構一對一的函數 f ∶ {aij ∣1 ≤ i, j ≤ n} →{1,2, . . . , n2}, 使其成為連續對應函數. 並證明其唯一.

針對自然數 n ≥ 2, 首先定義一個特殊的函數 fn ∶ {a11} ∪ {a1(2k)∣1 ≤ k ≤ ⌊n
2
⌋} → Sn, 函

數定義為

fn(aij) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 if i = j = 1
j2 if i = 1, j = 2k,1 ≤ k ≤ ⌊n

2
⌋

當 n = 4,5,6, 函數 fn 以圖表來呈現分別如(圖三十八)所示:

(圖三十八)
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此外, 函數 fn 可唯一擴充為連續對應函數, 就 f2, f3, f4, f5 可參考(圖三十九)的擴充
方式.

(圖三十九)

由這樣的擴充方式, 我們可以發現:每擴充一階方陣, 就是再走一個 L 形, 且從一個完
全平方數的下一個數走到下一個完全平方數, 就是完成一個 L 形. 針對同一個 L 形中任
一個 aij , 只要找出 m =max{i, j}, 並得知 m2 的位置後, 再確認 m 的奇偶性, 依下列規則
減去適當的數, 即可得 aij . 其規則為:

(1) 若 m 為奇數, 可知 m2 在第 m 列第一行上, 則

(a) j 由 1開始,每增加 1, 需將 m2 減去 1, 即 m2 −(j −1) , 直到 j 增加至 m為止.

(b) i 由 m 開始, 每減少 1, 需再將 m2 − (j − 1) 減去 1, 即 m2 − (j − 1) − (m − i),
直到 i 減至 1.

(2) 若 m 為偶數, 可知 m2 在第一列第 m 行上, 則

(a) i 由 1 開始, 每增加 1, 需將 m2 減去 1, 即 m2 − (i − 1), 直到 i 增加至 m 為止.

(b) j 由 m 開始, 每減少 1, 需再將 m2 − (i − 1) 減去 1, 即 m2 − (i − 1) − (m − j) ,
直到 j 減至 1.

根據此規則, 可歸納出擴充方式所代表的連續對應函數 fn,c ∶ {aij ∣1 ≤ i, j ≤ n} →{1,2, . . . , n2} 之一般式如下:

fn,c(aij) = { m2 −m + (i − j) + 1, if m =max{i, j} is odd;
m2 −m − (i − j) + 1, if m =max{i, j} is even.

事實上, 集合 Sn 及其對應函數 fn 是一個極小確定集. 也就是若集合 Sn 已經依 fn 的方
式安排在 n 階方陣中, 此時, 若刪去已被排定中任意一個數字, 皆會定義出兩種不同的連
續對應函數. 總共可以分以下六種情形討論:

(1) 將 1 從 a11 移去, 改填入 a22 的位置, 此時定義

f(aij) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 if i = 2, j = 2;
2 if i = 2, j = 1;
3 if i = 1, j = 1;
fn,c(ai,j) if otherwise.

則 f 和 fn,c 是兩個不同的 n 階連續對應函數, 如(圖四十).
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(圖四十)

(2) 當 n = 2, 將 4 從 a12 移到 a21, 則因對稱關係,

f(aij) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 if i = 1, j = 1;
2 if i = 1, j = 2;
3 if i = 2, j = 2;
4 if i = 2, j = 1.

和 f2c 是兩個不同的 2 階連續對應函數, 如(圖四十一).

(圖四十一)

(3) 當 n ≥ 3, 將 4 從 a12 移除, 此時可以改將 4 填入 a23 , 其餘 1 到 9 的數字, 可依(圖
四十五)填入, 而 10 之後的數皆依 fn,c 的方式不變, 那麼就會得到一個不同的連續
對應函數, 如(圖四十二).

(圖四十二)

(4) 若移除的數非 1, 4 及 Sn 中最大的數, 同樣可以得到一個不同的連續對應函數. 這
裡先以 7 階方陣移除 16 為例, 可以得到一個新的連續對應函數, 如(圖四十三).
此情形即:當 n ≥ 6且 4 ≤ 2k ≤ n−2 ,將 (2k)2從 a1(2k)移除,填入 a(2k)1中,此時可以

改將 (2k−2)2+2(2k−2)填入 a1(2k),並將 (2k−2)2+(2k−2), (2k−2)2+3(2k−2)+1及(2k+1)2 分別填入 a(2k−2)(2k−1), a(2k−1)(2k+1), a(2k+1)1,其餘 (2k−2)2+1到 (2k+1)2
依(圖四十三)的方式填入, 而 1 到 (2k − 2)2 及 (2k + 1)2 + 1 之後的數皆依 fn,c 的方
式填入不變, 那麼就會得到一個不同的連續對應函數, 如(圖四十四).
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(圖四十三) (圖四十四)

(5) 當 n ≥ 6 為偶數且 2k = n 時, 將 (2k)2 從 a1(2k) 移除, 填入 a2(2k−1), 同時可以改將(2k − 2)2 + 2 填入 a1(2k), 其餘 (2k − 2)2 + 1 到 (2k)2 − 1 依(圖四十五)方式填入, 而

1 到 (2k − 2)2 的數皆依 fn,c 的方式填入不變, 那麼就會得到一個不同的連續對應函
數, 如(圖四十五).

(6) 當 n ≥ 6 為奇數且 2k − 1 = n 時, 將 (2k)2 從 a1(2k) 移除, 填入 a4n, 同時可以改將(2k − 1)2 + 2(2k + 1) + 1 填入 a1(2k), 並將 (2k + 1)2 填入 a(2k)2, 其餘 (2k − 1)2 + 1
到 (2k + 1)2 − 1 依(圖四十五)方式填入, 而 1 到 (2k − 1)2 的數皆依 fn,c 的方式填入
不變, 那麼就會得到一個不同的連續對應函數, 如(圖四十六).

(圖四十五) (圖四十六)

由以上六種情形可知: 若自集合 Sn 中任意刪除一個元素, 皆可擴充出兩個以上不同的 n
階連續對應函數.
截至目前為止, 針對定理 1 我們還尚未證明“由函數 fn 所擴充的連續對應函數必為

fn,c”. 但由引理 5 的討論已得知: 若 n ≥ 4, 針對函數 fn , f(a31) 不可能被填入 4 到 n2

之間除了 9 以外的任何數. 然而一旦確定 9 填在 a31, 則 f−1[9,16] 也可唯一確定, 如(圖
四十七).
換句話說, 當 n ≥ 4 時, 對於函數 fn, 我們可以一一確定 1 到 16 的位置必與 fn,c 相同, 即
表示在 A4 子方陣中, 所有函數值均與 fn,c 相同. 接著, 以與引理 5 相同的方式, 我們可以
更進一步的討論 f(a51) 的值, 如(圖四十八).

(圖四十七) (圖四十八)
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首先, 若 16 < f(a51) < 36, 以與引理 5 相同的方式可得下界為 25, 上界為 27, 所以
f(a31) 只有 25, 27 兩種可能.

i. 如果 f(a51) = 25, 可以確定路線 f−1[16,36] (圖四十九).

ii. 如果 f(a51) = 27, 則 f−1[27,36] 以(圖五十)所圍出來的封閉區域最大, 共 5 × 6 = 30
格, 但不足以填入 1 到 36 所有數, 因而 f(a51) ≠ 27.

(圖四十九) (圖五十)

綜合上述討論, f(a31) 在 16 到 36 之間僅可以填入 25.
接著, 考慮 f(a51) 是否可以填入 36 到 64 之間的數. 與前面相同的方式討論可得下界

為 45, 上界為 53, 所以 f(a51) 只有 45, 47, 49, 51, 53 五種可能.

i. 如果 f(a51) = 45, 如(圖五十一), f−1[36,45] 和左上角圖出一個長方形區域, 共
5 × 6 = 30 格, 不足以填入 1 到 45 之間的數.

ii. 如果 f(a51) = 47, (圖五十二)顯示 f−1[36,47] 所能繞的最遠的路和左上角可圍最大
方形的封閉區域共 6 × 6 = 36 格, 不足以填入 1 到 47, 共 47 個數.

iii. 如果 f(a51) = 49, 如(圖五十三), f−1[49,64] 和左上角圍成區域愈接近正方形所圍出
格子數越多, 因此路線從 a51 先往下拉, 最多可以圍出 7 × 8 = 56 格, 不足以填入 1
到 64, 共 64 個數.

iv. 如果 f(a51) = 51, 51 比 49 大且與 64 更接近, f−1[51,64] 路徑較短, 所能圍出的方
格數更少, 如(圖五十四), 最多圍出 6× 8 = 48 格, 也不足以填入 1 到 64, 共 64 個數.

v. 如果 f(a51) = 53, 53 比 51 大且與 64 更接近, f−1[53,64] 路徑較短, 所能圍出的方
格數更少, 如(圖五十五), 最多圍出 5 × 8 = 40 格, 同樣不足以填入 1 到 64, 共 64 個
數.

(圖五十一) (圖五十二) (圖五十三)
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(圖五十四) (圖五十五)

綜合上述討論, f(a51) 不能填入 36 到 64 之間的數.
至此, 我們可以發現, 引理 5 的討論方式具有一般性, 換句話說, 我們可以藉由相同的討論
方式得到:
令 n ≥ 6, 針對函數 fn, 若已知在 A4 子方陣中, 所有函數值均與 fn,c 相同, 則 f(a51) 不可
能被填入 16 到 n2 之間除了 25 以外的任何數. 一旦確定 25 的位置, 則 f−1[25,36] 也可
唯一確定, 如(圖五十六).

(圖五十六)

換句話說, 當 n ≥ 6 時, 對於函數 fn, 我們可以一一確定 1 到 36 的位置必與 fn,c 相同,
即表示在 A6 子方陣中, 所有函數值均與 fn,c 相同.
因此我們可以發現: 對於函數 fn, 我們可以藉由依序討論 f(at1) 的值(其中 t 為奇數, 且
3 ≤ t < n), 一步一步將方陣填滿, 且可以確定填滿的方陣必為 fn,c. 因此, 由函數 fn 所擴
充的連續對應函數必為 fn,c, 且定理 1 成立.

藉由 fn 的圖形可以觀察到, 除了第一行外, 都是在偶數行給數字. 針對任意正整數

n, 令 2k ≤ n(k ∈ N), 則可知符合的 k 有 ⌊n
2
⌋ 個, 也就是在 n 階方陣中, 有 ⌊n

2
⌋ 個偶數

行, 所以 fn 中所事先給的數字個數為 ⌊n
2
⌋ 再加上 a11 的 1 , 共 ⌊n

2
⌋ + 1 個. 換句話說,

∣Sn∣ = ⌊n
2
⌋ + 1, 而藉由定理 1 知道, 集合 Sn 是 n 階方陣的一個極小確定集. 也就是說, 對

於最小確定數 M(n), 可以得到以下的結論:

定定定理理理 2. 任意自然數 n, n 階方陣的最小確定數 M(n) ≤ ⌊n
2
⌋ + 1.

然而, 再經由更多試驗的結果, 我們發現當 n = 4 時, M(4) = 2 而非我們原先所猜測的
3, 其反例如下:
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若給定 f(a11) = 1, f(a12) = 6, 則等價於給定此 4 階方陣(圖五十七), 由此圖表可知此 4
階方陣會對應出唯一的連續對應函數(圖五十八).

(圖五十七) 連續對應唯一 (圖五十八)

針對此 4 階方陣, 若將 1 刪除, 可以改將 1 填入 a22, 而其餘數字 2 到 16 可依(圖五十
九)方式填入；若將 6 刪除, 可以使用 fn,c 將此 4 階方陣填滿. 所以可知在此 4 階方陣中,
將此 4 階方陣填滿將可定義出兩個連續對應函數, 故可以確定集合 {1,6} 為 4 階方陣的
一個極小確定集.

(圖五十九)

再檢驗 {1, . . . ,42} 所有子集合中元素個數少於 2 的集合: φ, {1}, {2}, {3}, . . . , {16}
是否為 4 階方陣的極小確定集. 可得知這些集合皆不是 4 階方陣的極小確定集, 因此可以
確定:在 4 階方陣中, 不存在元素個數少於 2 的極小確定集. 故得知集合 {1,6} 為 4 階方
陣的一個最小確定集, 而最小確定數 M(4) = 2.
4.4 推推推展展展

對於 2 × n 的矩形, 我們也有一些初步結果.

定定定理理理 3. 對於 2 × n 的矩形 (n ≥ 3), 其極小確定集元素個數可以是 2, 3, 4.
極小確定集元素個數為 2:{1,2}, . . ., {1, n}, {1,2n − 1}, {1,2n}
極小確定集元素個數為 3:{2,3,2n}
極小確定集元素個數為 4:{2,3,2n − 2,2n − 1}
證證證明明明. 對於上述每一個極小確定集, 皆都可以找到至少一種擺放方式使其符合極小確定集
的定義, 我們以圖表呈現如下. 另外, 當極小確定集元素個數為 3 或 4 時, 檢驗「刪除任
一數字後, 將使得連續對應不唯一」的部分較不直觀, 故針對這部分, 以下也將以圖表呈
現檢驗的方式.

(1) 極小確定集元素個數為 2
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(2) 極小確定集元素個數為 3:{2,3,2n}

(3) 極小確定集元素個數為 4:{2,3,2n − 2,2n − 1}
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已知對於 2 × n 的矩形, 其極小確定集元素個數可以是 2, 3, 4. 以下考慮是否存在元素
個數是 1 的極小確定集.
若在 2×n 的矩形中選定任一位置給定 k(1 ≤ k ≤ 2n), 如(圖六十), 必可以找到 2 條不同的
連續路徑, 一條為順時針, 將此 2×n 的矩形繞一圈, 另一條為逆時針, 將此 2×n 的矩形繞
一圈, 所以可知(圖六十四)至少可以對應出 2 個不同的連續對應函數.

(圖六十)

故可知不存在元素個數是 1 的極小確定集. 因此, 對於 2 × n 的矩形, 其極小確定集元
素個數最少就是 2, 所以對於 2 × n 的矩形, 最小確定數為 2.

5 研研研究究究結結結果果果

以下用表格來呈現目前對於集合 Sn 所得知的結果:(o:符合；x:不符合；?:無法確定)

數量極小性 對應唯一性 極小確定集 最小確定集
n = 1 o o o o
n = 2 o o o o
n = 3 o o o o
n = 4 o o o x
n = k(k ≥ 5) o o o ?

以下用表格來呈現目前對於 n 階方陣所得知的結果:(o:已找到；?:尚未找到)

極小確定集 最小確定集 最小確定數
n = 1 o o 0
n = 2 o o 2
n = 3 o o 2
n = 4 o o 2

n = k(k ≥ 5) o ? ≤ ⌊n
2
⌋ + 1
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6 結結結論論論

在本篇作品中, 我們將報紙上的一個正六邊形鑲嵌圖簡化成方陣的型式, 研究最少要給幾
個數字才可以確定出唯一路線. 在研究中, 最棘手的問題是“表達方式”, 因此我們首先建
構了一套數學語言將描述性的問題具體以數學模式呈現, 定義出一個嚴謹的數學問題, 此
為本篇作品最重要的貢獻之一.
在解決此問題時, 最困難的部分為「數字的安排位置」及「所要安排之數字」. 經過觀察
及試驗, 我們在定理 1 中提出了一種極小確定集的一般型式以及在方陣中給定數字的方
式. 而在定理 1 的證明中, 最需要巧思的部分為路線唯一性的證明. 在與老師們討論後, 我
們確定了完成證明之關鍵格子的位置, 而證明手法是利用此關鍵格子與極小確定集中的數
字所構成之路線形成的封閉區域格數和所應填入的數字個數作比較, 使得關鍵格子所需填
入的數字被確定, 進而證明路線之唯一性.
隨著定理 1 的確定, 我們也針對最小確定數提出一個上界, 但我們後來發現此上界非最好
的上界, 並得出一個非直觀的反例. 而最小確定數 M(n) 的研究是本作品接下去可以探討
之重要方向.

7 未未未來來來展展展望望望

我猜想, 在文章中所定義的集合 Sn 必為 n 階方陣的最小確定集. 同時我也嘗試去思考相
關問題可能的發展, 並羅列如下:

1. 在方陣中, 找到一定的規律可以滿足我們提出的條件, 我同樣好奇:
在其餘正鑲嵌圖中, 是否也可以找到相似的規律使其滿足我提出的條件?
若欲將終點安排在起點的相鄰位置, 則是否也有相似規律滿足我們提出的條件?

2. 對於任意自然數 n , 當 n 階方陣的最小確定數 M(n) = ⌊n
2
⌋+1 時, n 的可能性為何?

3. 對於任意自然數 n, 若 S 為 n 階方陣的極小確定集, 則 ∣S∣ 的可能性為何?這值得繼
續研究. 持續獲得確定數 Rn 完整的資訊(最大值、最小值或範圍), 將是我們繼續研
究的目標. 進一步探討 Rn 可能的值是否必為連續的自然數.
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