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Abstract

Given △ABC, define point P which meets ∣PA − a∣ = ∣PB − b∣ = ∣PC − c∣ as “等差點”.
While studying the existence, numbers, and graphing of these points, I found these question
can be solved by using several conic sections which meet any two of them share only one
focus, and point Q which meets QA + a = QB + b = QC + c is involved(I defined this point
as “等和點”). Then I found some properties that certain lines related to several conic
sections will share one point. By using these properties, we can prove some properties of “
等差點”.

中中中文文文摘摘摘要要要

給定 △ABC，滿足 ∣PA − a∣ = ∣PB − b∣ = ∣PC − c∣ 的點 P 稱為等差點。我從尺規作圖的角
度出發，研究等差點的存在性、個數、性質。並提出了一種新的方法，將問題轉換成兩兩有單一
共同焦點的數個圓錐曲線之間類根軸性質的討論，也發現滿足 QA + a = QB + b = QC + c 的等
和點 Q 也可一併處理。從而推導出適當條件下多個圓錐曲線的類根軸共點並進而證明等差點之
間連線的“四線共點”以及其他相關性質。

1 簡簡簡介介介

1.1 研研研究究究動動動機機機

給定 △ABC，滿足 ∣PA − a∣ = ∣PB − b∣ = ∣PC − c∣ 的點 P 稱為等差點。在閱讀「三角形
的“等差點“初探」這篇文章時，我對這定義深感興趣，所以便配合 geogebra 這套數學
軟體作圖觀察，利用高中所學的圓錐曲線知識處理一些問題。

1.2 研研研究究究方方方法法法

搭配 Geogebra4.2 進行觀察、猜測、證明、延伸推廣。

1.3 符符符號號號與與與名名名詞詞詞定定定義義義

1. 在 △ABC 中，約定a、b、c為 ∠A、∠B、∠C 的對邊邊長

r1 = s − a r2 = s − b r3 = s − c s =
a + b + c

2

(1) Ja、Jb、Jc 為在 BC、AC、AB 邊的旁心

(2) 等差點為滿足 ∣PA − a∣ = ∣PB − b∣ = ∣PC − c∣ 的所有點 P。

(3) 等和點為滿足 QA + a = QB + b = QC + c 的所有點 Q。

2. ⊙P (r)：以 P 點為圓心、半徑為 r 的圓，或縮寫為 ⊙P (r)

3. 極線、極點：過圓錐曲線上的兩點 A, B 的切線，若相交於 P 點，那麼 P 點稱為

直線
←→
AB 關於該曲線的極點，直線

←→
AB 稱為 P 點的極線。上面定義僅適用於 P 點

在此圓錐曲線外部的情況。實際上，P 點在圓錐曲線內部的時候同樣可以定義極
線，這時我們可以認為極線是過 P 點做此圓錐曲線的兩條虛切線的切點連線。
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4. 類根軸：為後面討論方便，我們定義若直線 L 上任意一點做關於兩圓錐曲線的兩
極線與 L 共點，則稱 L 為此二圓錐曲線的類根軸；而當兩圓錐曲線有兩個相異交
點，其交點連線我們將它視為一條類根軸。

2 研研研究究究內內內容容容

2.1 等等等差差差點點點

2.1.1 參參參考考考文文文獻獻獻 [1]的的的作作作圖圖圖

觀察 ∣PA − a∣ = ∣PB − b∣ = ∣PC − c∣，可分為四種情形

1. PA − a = PB − b = PC − c,

2. a − PA = PB − b = PC − c,

3. PA − a = b − PB = PC − c,

4. PA − a = PB − b = c − PC.

作 ⊙A(r3)、⊙B(s)、⊙C(r1)。再作 ⊙P、⊙P ′ 與三圓相切，如圖 1，則

PA − r3 = s − PB = PC − r1

PA − r3 +
−a + b − c

2
= s +

−a + b − c

2
− PB = PC − r1 +

−a + b − c

2

PA − a = b − PB = PC − c

P 滿足 PA − a = b − PB = PC − c，同樣的 P ′ 也滿足，P、P ′ 均為等差點。這組等差點
滿足情形 3，相似的可以做出另外兩組等差點分別滿足情形 2、4。文中並沒有給出情形
1 的作法，僅確定在每邊的開區域內都有一等差點。

圖 1

2.1.2 新新新建建建構構構法法法

作 ⊙A(a)、⊙B(b)、⊙C(c)，如圖 2，則 ∣PX − x∣ 即為 P 到 ⊙X 的最短距離。由等差點
定義 ∣PA − a∣ = ∣PB − b∣ = ∣PC − c∣ 可知 P 點到三圓最短距離相等，可取適當半徑作 ⊙P
與三圓相切，所以等差點是與三圓均相切的圓的圓心。
但並非所有相切圓的圓心都是等差點，如圖 3。⊙Q 與三圓相切且將三圓包含於其內，但
QA + a = QB + b = QC + c，不符等差點的定義，以下稱 Q 為等和點。由此得等差點、等
和點的尺規作圖方法。
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圖 2 圖 3

2.1.3 等等等差差差點點點性性性質質質發發發現現現

在得到等差點的尺規作圖方法後，發現了以下性質：
1. 除了直角三角形外，皆可找到八圓與 ⊙A(a)、⊙B(b)、⊙C(c) 均相切。調整三角
形的邊長比例，發現八圓中都有六圓心滿足等差點的定義、一圓心滿足等和點的定
義，而最後一圓有三種情形，如圖 4、5、6。令 a ≥ b ≥ c，可求出圖 5 時三邊長滿足√

1

r1
+

√
1

r2
=

√
1

r3
，由此得以下結論。

令三邊長 a ≥ b ≥ c，則當

√
1

r1
≤

√
1

r2
+

√
1

r3
時有七個等差點、一個等和點，

√
1

r1
>

√
1

r2
+

√
1

r3
時有六個等差點、兩個等和點。直角三角形四個等差點重合。

另外也發現滿足 2.1.1中情形 2 4 的等差點都有兩個、滿足情形 1 的等差點與等和點的數
量和也為二，所以以下將等和點並入第一種情形。
2. 依四種情形分組，每組等差點、等和點連線通過相應的旁心、內心。
3. 四組等差點連線及 ⊙A(a)、⊙B(b)、⊙C(c) 的三條根軸七線共點。
以下我利用圓錐曲線來處理，在 2.3 中證明。

圖 4
圖 5 圖 6

2.2 類類類根根根軸軸軸的的的共共共點點點性性性質質質

2.2.1 等等等差差差點點點與與與圓圓圓錐錐錐曲曲曲線線線

由等差點的定義，可將其視為數個有一共同焦點的圓錐曲線的交點，如情形 2 即為
Γ1：PA + PB = a + b、Γ2：PA + PC = a + c 這兩個橢圓的兩個交點。所以每組等差點連
線即為這些有一共同焦點的圓錐曲線的交點連線。以下便探討這些有一共同焦點的圓錐
曲線的性質。
經過觀察後發現，三個兩兩有一共同焦點且相交的橢圓，他們的三條交點連線共點。接
著計算這些有共同焦點的圓錐曲線的交點連線。
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2.2.2 兩兩兩橢橢橢圓圓圓的的的交交交點點點連連連線線線

設 A(x1, y1)、B(x2, y2)、C(x3, y3)、Γ1：PA+PB = a、Γ2：PA+PC = b，a, b > 0。以
下約定 A ≠ B ≠ C、且所有圓錐曲線都不是退化的。
交點 P (x, y) 滿足

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
= r2 1

(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
= (r − a)2 2

(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
= (r − b)2 3

2 × b − 3 × a − 1 × (b − a) ⇒

a [(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= b [(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

此即為交點連線的方程式。由此可確定交點連線過 ⊙C(b)、⊙A(0)、⊙B(a)三圓的根
心，可改寫成

a [(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
+ ab]

= b [(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
+ ab]

由此也可確定交點連線過 ⊙C(0)、⊙A (
√
ab)、⊙B(0) 三圓的根心。所以也找到已知焦

點、兩長軸，共單一焦點的兩個橢圓交點連線的尺規作圖方法。當 a 遠大於 b 時，兩橢
圓沒有交點，但仍可求出 L，接著我便探討此時 L 的幾何意義。

2.2.3 類類類根根根軸軸軸

圖 7 圖 8

定定定理理理 1. 兩兩兩圓錐曲線的交點連線 L 滿足 L 上任一點作關於兩圓錐曲線的兩極線
L1、L2，L、L1、L2 共點，如圖 7、8。

證證證明明明. 分為實交點、虛交點連線這兩種情形，先證實交點連線。
設曲線方程式

Γi：aix
2
+ biy

2
+ cixy + dix + eiy + fi = 0 (i = 1, 2)

再設二實交點為 A(α,β)、B(γ, δ)。交點連線為

L：(β − δ)(x − α) − (α − γ)(y − β) = 0

因為交點關於 Γi 的極線即為 Γi 過交點的切線，兩條極線與 L 共點。極線方程式為

LAi：x(2aiα + ciβ + di) + y(ciα + 2biβ + ei) + diα + eiβ + 2fi = 0

LBi：x(2aiγ + ciδ + di) + y(ciγ + 2biδ + ei) + diγ + eiδ + 2fi = 0
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且滿足

{
kA ×LA1 + lA ×LA2 = L 1

kB ×LB1 + lB ×LB2 = L 2

其中 kA、kB、lA、lB 為常數。 1、 2 中分別代入(γ, δ)、(α,β)，得

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

kA [γ(2a1α + c1β + d1) + δ(c1α + 2b1β + e1) + d1α + e1β + 2f1]

+lA [γ(2a2α + c2β + d2) + δ(c2α + 2b2β + e2) + d2α + e2β + 2f2] = 0 3

kB [γ(2a1γ + c1δ + d1) + β(c1γ + 2b1δ + e1) + d1γ + e1δ + 2f1]

+lB [α(2a2γ + c2δ + d2) + β(c2γ + 2b2δ + e2) + d2γ + e2δ + 2f2] = 0 4

觀察發現， 3 式中 kA 項的係數整理後與 4 式中 kB 項係數相同，而 lA、lB 亦同，所
以 kA ∶ kB = lA ∶ lB，令 kA =mkB , lA =mlB。
設 L 上任意一點 P (α + t(α − γ), β + t(β − δ))，兩極線為

LPi： x{2ai [α + t(α − γ)] + ci [β + t(β − δ)] + di}

+y {ci [α + t(α − γ)] + 2bi [β + t(β − δ)] + ei}

+di [α + t(α − γ)] + ei [β + t(β − δ)] + 2fi = 0

則

kA ×LP1 + lA ×LP2

= kA × [(t + 1) ×LA1 − t ×LB1] + lA × [(t + 1) ×LA2 − t ×LB2]

= (t + 1) × (kA ×LA1 + lA ×LA2) − t × (mkB ×LB1 +mlB ×LB2)

= (t + 1 − tm)L

得證三線共點。接下來證明虛交點連線。
設兩曲線方程式

Γi ∶ aix
2
+ biy

2
+ cixy + dix + eiy + fi = 0 (i = 1,2)

虛交點為 A(a + αi, b + βi)、B(a − αi, b − βi)，α、β ∈ R。
L 為通過 A、B 的實係數一次方程式，方程式為

L ∶ β(x − a) = α(y − b)

作複係數的極線方程式 LAi、LBi (i = 1,2)

LAi ∶ x[2ai(a + αi) + ci(b + βi) + di] + y[ci(a + αi) + 2bi(b + βi) + ei] + di(a + αi) + ei(b + βi) + 2fi = 0

LBi ∶ x[2ai(a − αi) + ci(b − βi) + di] + y[ci(a − αi) + 2bi(b − βi) + ei] + di(a − αi) + ei(b − βi) + 2fi = 0

LAi、LBi 滿足

{
kA ×LA1 + lA ×LA2 = L 1

kB ×LB1 + lB ×LB2 = L 2

與上面相似的可令 kA =mkB , lA =mlB。
設 L 上任一點 P (a + tα, b + tβ)，兩極線為

LPi ∶ x[2ai(a+tα)+ci(b+tβ)+di]+y[ci(a+tα)+2bi(b+tβ)+ei]+di(a+tα)+ei(b+tβ)+2fi = 0

解下列聯立方程式

{
p + q = 1

p − q = −ti
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則

kA ×LP1 + lA ×LP2

= kA × [p ×LA1 + q ×LB1] + lA × [p ×LA2 − q ×LB2]

= p × (kA ×LA1 + lA ×LA2) + q × (mkB ×LB1 +mlB ×LB2)

= (p + qm)L

得證三線共點。
由於和圓的根軸性質相似，便定義對於任意圓錐曲線 Γ1、Γ2，若 L 上任一點作關於
Γ1、Γ2 的兩極線與 L 共點，則稱 L 為 Γ1、Γ2 的類根軸。由此可將 2.2.1 的發現推
廣。

2.2.4 一一一橢橢橢圓圓圓、、、一一一雙雙雙曲曲曲線線線的的的類類類根根根軸軸軸

設 A(x1, y1)、B(x2, y2)、C(x3, y3)，Γ1：PA+PB = a、Γ2：∣PA−PC ∣ = b。考慮 PA−
PC = b這一支與 Γ1 的交點，滿足 PB+PC = a−b，所以該交點連線方程式與 Γ1：PA+
PB = a 和 Γ3：PB + PC = a − b 的交點連線相同。而另外一支上的交點連線則與
Γ1：PA + PB = a、Γ′3：PB + PC = a + b 的交點連線相同。
整理 Γ1、Γ3 的交點連線方程式後得 L

a[(x−x3)
2
+(y−y3)

2
−(x−x1)

2
−(y−y1)

2
−b2] = b[(x−x2)

2
+(y−y2)

2
−(x−x1)

2
−(y−y1)

2
−a2]

方程式與 Γ1、Γ2 均為橢圓、a、b 分別為兩長軸時一樣。
整理 Γ1、Γ′3 的交點連線方程式後得 L′

a[(x−x3)
2
+(y−y3)

2
−(x−x1)

2
−(y−y1)

2
−b2]+b[(x−x2)

2
+(y−y2)

2
−(x−x1)

2
−(y−y1)

2
−a2] = 0

由方程式可知 L′ 過 ⊙C(b)、⊙A(0)、⊙B(a) 的根心，可改寫為

a[(x−x3)
2
+(y−y3)

2
−(x−x1)

2
−(y−y1)

2
−ab]+b[(x−x2)

2
+(y−y2)

2
−(x−x1)

2
−(y−y1)

2
−ab] = 0

由方程式可知 L′ 過 ⊙C(
√
ab)、⊙A(0)、⊙B(

√
ab) 的根心。

L、L′ 均為 Γ1、Γ2 的類根軸。

2.2.5 橢橢橢圓圓圓、、、雙雙雙曲曲曲線線線之之之間間間的的的類類類根根根軸軸軸

由 2.2.4 中 L 的方程式和 Γ1、Γ2 均為橢圓時一樣，猜測 L′ 在 Γ1、Γ2 均為橢圓或均為
雙曲線時也是 Γ1、Γ2 的類根軸。

定定定理理理 2. Γ1 ∶ ∣PA ± PB∣ = a、Γ2 ∶ ∣PA ± PC ∣ = b、A(x1, y1)、B(x2, y2)、C(x3, y3) 則

L ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

L′ ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= −b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

均為 Γ1、Γ2 的類根軸

證證證明明明. 以均為橢圓為例，均為雙曲線時可用相似的方法證明。
設 A(x1, y1)、B(x2, y2)、C(x3, y3)、Γ1：PA + PB = a、Γ2：PA + PC = b
將 Γ1、Γ2 展開後可得

Γ1 ∶ [(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]2 = 4a2[(x − x1)

2
+ (y − y1)

2
]

Γ2 ∶ [(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]2 = 4b2[(x − x1)

2
+ (y − y1)

2
]
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Γ1 × b
2
− Γ2 × a

2
⇒

b2[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]2

−a2[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]2 = 0

左式即為 L × L′，所以 L、L′ 為 Γ1、Γ2 的實交點或虛交點連線。再由 2.2.3 的證明得
L、L′ 均為 Γ1、Γ2 的類根軸。

由上面提到的，Γ1、Γ2 均為橢圓時 L′ 亦為 Γ1、Γ2 的類根軸，可推得定理 3。

定定定理理理 3. 恰有一共同焦點的橢圓最多只有兩個實交點。

證證證明明明. 延用定理 2 證明中的符號，考慮 L′ 和 Γ1 的交點，滿足

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= −b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2] 1

√
(x − x2)2 + (y − y2)2 +

√
(x − x1)2 + (y − y1)2 = a 2

2 代入 1 ⇒

a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= −b [a (
√

(x − x2)2 + (y − y2)2 −
√

(x − x1)2 + (y − y1)2) − a
2
]

再代入一次，消去
√

(x − x2)2 + (y − y2)2，得

(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2 = 2b (

√
(x − x1)2 + (y − y1)2)

可化簡為

(
√

(x − x3)2 + (y − y3)2)
2
= (

√
(x − x1)2 + (y − y1)2 + b)

2

所以 L′ 和 Γ1 的交點滿足 PA − PC = b 或 PA + PC = −b，後者不合。又已知此交點也
滿足 PA + PC = b，與假設矛盾，所以 L′ 為虛交點連線、共有一焦點的橢圓最多只有兩
個實交點。
接著證明 2.2.3 中提到的發現推廣。以下稱 L 為第一類根軸、L′ 為第二類根軸。

2.2.6 共共共點點點性性性質質質

定定定理理理 4. 三個兩兩共一焦點的橢圓或雙曲線，三組類根軸為 L1、L
′

1、L2、L
′

2、L3、L
′

3。
則 L1L2L3 共點、L1L

′

2L
′

3 共點、L
′

1L2L
′

3 共點、L
′

1L
′

2L3 共點，如圖 9、10、11、12。

圖 9

圖 10

圖 11
圖 12
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證證證明明明. 先證 L1L2L3 共點

L1 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

L2 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x2)

2
− (y − y2)

2
− c2]

= c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− (x − x2)

2
− (y − y2)

2
− a2]

L3 ∶ b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x3)

2
− (y − y3)

2
− c2]

= c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− (x − x3)

2
− (y − y3)

2
− b2]

可將 L1 化為以下形式

L1 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− bc] − [(x − x1)

2
+ (y − y1)

2
− ab]

= b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− ac] − [(x − x1)

2
+ (y − y1)

2
− ab]

相似的也可將 L2、L3 化為以下形式

L2 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− bc] − [(x − x2)

2
+ (y − y2)

2
− ac]

= c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− ab] − [(x − x2)

2
+ (y − y2)

2
− ac]

L3 ∶ b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− ac] − [(x − x3)

2
+ (y − y3)

2
− bc]

= c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− ab] − [(x − x3)

2
+ (y − y3)

2
− bc]

考慮三圓、三根軸

CA ∶ (x − x1)
2
+ (y − y1)

2
= ab

CB ∶ (x − x2)
2
+ (y − y2)

2
= ac

CC ∶ (x − x3)
2
+ (y − y3)

2
= bc

LAB ∶ [(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− ab] − [(x − x2)

2
+ (y − y2)

2
− ac] = 0

LBC ∶ [(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− ac] − [(x − x3)

2
+ (y − y3)

2
− bc] = 0

LAC ∶ [(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− ab] − [(x − x3)

2
+ (y − y3)

2
− bc] = 0

由直線束可知 L1LABLAC 共點，L2LABLBC 共點，L3LBCLAC 共點。又 LABLBCLAC

三線均過三圓的根心，所以 L1L2L3 共點於三圓的根心。
接著證 L1L

′

2L
′

3 共點，一樣先轉換 L1L
′

2L
′

3 的形式

L1 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
+ bc] − [(x − x1)

2
+ (y − y1)

2
− ab]

= b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
+ ac] − [(x − x1)

2
+ (y − y1)

2
− ab]

L′2 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
+ bc] − [(x − x2)

2
+ (y − y2)

2
+ ac]

= c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− ab] − [(x − x2)

2
+ (y − y2)

2
+ ac]

L′3 ∶ b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
+ ac] − [(x − x3)

2
+ (y − y3)

2
+ bc]

= c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− ab] − [(x − x3)

2
+ (y − y3)

2
+ bc]

考慮三圓、三根軸，其中 C ′B、C
′

C 為虛圓

CA ∶ (x − x1)
2
+ (y − y1)

2
= ab

C ′B ∶ (x − x2)
2
+ (y − y2)

2
= −ac

C ′C ∶ (x − x3)
2
+ (y − y3)

2
= −bc

LAB′ ∶ [(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− ab] − [(x − x2)

2
+ (y − y2)

2
+ ac] = 0

LB′C′ ∶ [(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
+ ac] − [(x − x3)

2
+ (y − y3)

2
+ bc] = 0

LAC′ ∶ [(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− ab] − [(x − x3)

2
+ (y − y3)

2
+ bc] = 0
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由直線束可證 L1L
′

2L
′

3 共點於此三圓的根心。相似的可證 L′1L2L
′

3 共點、L
′

1L
′

2L3 共
點。

在證明 L1L2L3 共點的過程中，得到以下定理

定定定理理理 5. Γ1 ∶ ∣PA ± PB∣ = a、Γ2 ∶ ∣PA ± PC ∣ = b、Γ3 ∶ ∣PB ± PC ∣ = c，則 Γ1、Γ2、Γ3

的三條第一類根軸共點於 ⊙A(
√
ab)、⊙B(

√
ac)、⊙C(

√
bc) 的根心。

2.2.7 共共共單單單一一一焦焦焦點點點的的的橢橢橢圓圓圓、、、雙雙雙曲曲曲線線線

以上是討論三個兩兩共不同焦點的橢圓和雙曲線的共點性質，以下是共同一焦點的三個
橢圓或雙曲線的共點性質。

定定定理理理 6. 三圓錐曲線 Γ1 ∶ ∣PA ± PB∣ = a、Γ2 ∶ ∣PA ± PC ∣ = b、Γ3 ∶ ∣PA ± PD∣ = c，
三組類根軸為 L1、L

′

1、L2、L
′

2、L3、L
′

3。L1L2L3 共點、L1L
′

2L
′

3 共點、L
′

1L2L
′

3 共
點、L′1L

′

2L3 共點，如圖 13、14。

圖 13 圖 14

證證證明明明. 先證 L1L2L3 共點。
A(x1, y1)、B(x2, y2)、C(x3, y3)、D(x4, y4)

L1 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

L2 ∶ c[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= b[(x − x4)
2
+ (y − y4)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− c2]

L3 ∶ a[(x − x4)
2
+ (y − y4)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− c2]

= c[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

觀察得
c ×L1 − a ×L2 = b ×L3

得證三線共點。

L′1 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= −b[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

L′2 ∶ c[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− b2]

= −b[(x − x4)
2
+ (y − y4)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− c2]

L′3 ∶ a[(x − x4)
2
+ (y − y4)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− c2]

= −c[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

9



觀察得

a ×L′2 − b ×L
′

3 = c ×L1

c ×L′1 − a ×L
′

2 = b ×L3

c ×L′1 − b ×L
′

3 = a ×L2

得證三線共點。

2.2.8 四四四個個個橢橢橢圓圓圓或或或雙雙雙曲曲曲線線線

增加到四個橢圓或雙曲線，經過觀察，得到定理 7。

定定定理理理 7. 平面上任意四點 A、B、C、D。Γ1 ∶ ∣PA ± PB∣ = a、Γ2 ∶ ∣PB ± PC ∣ = b、Γ3 ∶

∣PC±PD∣ = c、Γ4 ∶ ∣PA±PD∣ = d。 當且僅當 a+c = b+d 時，Γ1Γ2、Γ2Γ3、Γ3Γ4、Γ1Γ4

的第一類根軸共點，如圖 15、16。

圖 15
圖 16

證證證明明明. 先證充分性。
作 Γ1Γ2、Γ2Γ3、Γ3Γ4、Γ1Γ4 的第一類根軸

L1 ∶ a[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x2)

2
− (y − y2)

2
− b2]

−b[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− (x − x2)

2
− (y − y2)

2
− a2] = 0

L2 ∶ b[(x − x4)
2
+ (y − y4)

2
− (x − x3)

2
− (y − y3)

2
− c2]

−c[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x3)

2
− (y − y3)

2
− b2] = 0

L3 ∶ c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− (x − x4)

2
− (y − y4)

2
− d2]

−d[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x4)

2
− (y − y4)

2
− c2] = 0

L4 ∶ d[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

−a[(x − x4)
2
+ (y − y4)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− d2] = 0

(−c) ×L1 + (−c + d) ×L2 整理後得

+bc[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− (x − x4)

2
− (y − y4)

2
− d2]

−bd[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x4)

2
− (y − y4)

2
− c2]

+c(a − b + c − d)[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x3)

2
− (y − y3)

2
− b(a − c + d)]

= 0

若 a + c = b + d，則可再化簡為

c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− (x − x4)

2
− (y − y4)

2
− d2]

−d[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x4)

2
− (y − y4)

2
− c2] = 0
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即為 L3，可得等式 (−c) ×L1 + (−c + d) ×L2 = b ×L3，三線共點。
相似的可得 (d − a) ×L1 + (−a) ×L2 = b ×L4，得證四線共點。
接下來證必要性。
已知 Γ1 ∶ ∣PA ± PB∣ = a、Γ2 ∶ ∣PB ± PC ∣ = b、Γ3 ∶ ∣PC ± PD∣ = c。 令 Γ1Γ2、Γ2Γ3 的兩
第一類根軸 L1、L2 交於P (x0, y0)。設 Γ4 ∶ ∣PA ± PD∣ = n，考慮 Γ1Γ4、Γ3Γ4 的兩類根
軸 L3、L4

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L3 ∶ c[(x − x1)
2
+ (y − y1)

2
− (x − x4)

2
− (y − y4)

2
− n2]

−n[(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− (x − x4)

2
− (y − y4)

2
− c2] = 0

L4 ∶ n[(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− a2]

−a[(x − x4)
2
+ (y − y4)

2
− (x − x1)

2
− (y − y1)

2
− n2] = 0

L3、L4 過 P (x0, y0)，將 P 代入兩式，得以下兩一元二次方程式

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cn2 + n[(x0 − x3)
2
+ (y0 − y3)

2
− (x0 − x4)

2
− (y0 − y4)

2
− c2]

− c[(x0 − x1)
2
+ (y0 − y1)

2
− (x0 − x4)

2
− (y0 − y4)

2
] = 0

an2 + n[(x0 − x2)
2
+ (y0 − y2)

2
− (x0 − x1)

2
− (y0 − y1)

2
− a2]

− a[(x0 − x4)
2
+ (y0 − y4)

2
− (x0 − x1)

2
− (y0 − y1)

2
] = 0)

由兩式的 n2 項與常數項係數比不同，可知兩式的解不完全相同，而唯一的共同解為
n = a + c − b。得證四線共點時，滿足 a + c = b + d。

2.3 等等等差差差點點點性性性質質質證證證明明明

以下針對等差點以及等和點的各項性質(參見 2.1.3 小節)提出證明。證明的方式係將等差
點所滿足的方程式分成四類(參見 2.1.1 小節情形 1 4)，等和點則併入第一類。

2.3.1 等等等差差差點點點、、、等等等和和和點點點個個個數數數

定定定理理理 8. 令三邊長 a ≥ b ≥ c，則當

√
1

r1
≤

√
1

r2
+

√
1

r3
時有七個等差點、一個等和

點，

√
1

r1
>

√
1

r2
+

√
1

r3
時有六個等差點、兩個等和點。直角三角形四個等差點重合。

證證證明明明. 1. 情形 2、3、4 各有兩個等差點
以情形 2 為例。情形 2 的等差點為 Γ1 ∶ PA +PB = a + b、Γ2 ∶ PA +PC = a + c 這兩個橢
圓的交點。由 Γ1 通過 Γ2 的焦點 C、Γ2 通過 Γ1 的焦點 B，可知這兩個橢圓有實交點。
又這兩個橢圓有共同焦點 A，由定理 3 可知最多有兩個實交點。所以符合情形 2 的等差
點恰有兩個，同理可證情形 3、4 也恰有兩個等差點。
2. 情形 1
先證雙曲線和與其漸近線平行的直線恰有一交點。
設兩不平行直線 L1 ∶ L = 0、L2 ∶ L

′
= 0。Γ 為以 L1、L2 為漸近線的雙曲線，方程式為

L × L′ = 1。考慮一與其中一條漸近線平行的直線 L3 ∶ L = a(a ≠ 0)，則 L3 與 Γ 的交點
滿足

{
L3 ∶ L = a(a ≠ 0)

Γ ∶ L ×L′ = 1

可換為 ⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

L = a

L′ =
1

a

由 L1、L2 不平行，恰有一解。
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以下令 a ≥ b ≥ c。情形 1 為 Γ1 ∶ ∣PA − PB∣ = a − b、Γ2 ∶ ∣PA − PC ∣ = a − c 這兩個雙曲
線的其中幾個交點。等差點為 PA − PB = a − b、PA − PC = a − c 這兩支的交點。等和
點為 PA − PB = b − a、PA − PC = c − a 這兩支的交點，等和點所在的這兩支分別通過
C、B。 接著由兩雙曲線的相交情形判斷等差點、等和點的個數。
作 Γ1 的兩漸近線，分為四條以 A、B 中點為起點的射線，令靠近 PA −PB = b − a 這一
支的兩射線所組成的函數圖形為 fBA、 兩射線中通過三角形內部的為 LB1、射線與 AB
所夾的銳角為 α。 再作以這一支的頂點為起點，方向與 fBA 的兩條射線方向相同的兩射
線，並令這兩條射線組成的函數圖形為 gBA。由於 gBA 的兩條射線與漸近線平行，所以
gBA 只與這一支相交於頂點。相同的對於 PA − PC = c − a 可作 fCA、LC1、gCA，其射
線與 AC 所夾的銳角為 β。令 fBA 與 gCA、fCA 的交點為 M、N，gBA 與 fCA、gCA

得交點為 O、P。接著從 M 到 N 沿 fBA 作折線段(或直線段)MN，從 N 到 O 沿 fCA

作折線段 NO，從 O 到 P 沿 gBA 作折線段 OP，從 P 到 M 沿 gCA 作折線段 PM。由
於 fBA、gBA 將 PA −PB = b − a 夾在中間，所以 PA −PB = b − a 與由上述四條折線段
所組成的多邊形只交於 NO、PM(或再加上 gBA 的折點)，而 PA−PC = c− a 與多邊形
只交於 MN、OP，於是可知這兩支至少有一交點，此交點為等和點。圖 17 為都是直線
段的情形，圖 18 為 MN、NO 為折線段的情形。

圖 17
圖 18

由上述可知，若 fBA 與 gCA、fCA 均有交點、gBA 與 fCA、gCA 均有交點則可確定兩支
有一交點。接著與上面相似的令另外兩條靠近 PA −PB = a − b 這一支的兩射線組成的函
數圖形為 fAB、令以這一支頂點為起點，方向與 fAB 兩條射線方向相同的兩射線組成的
函數圖形為 gAB。對於 PA − PC = a − c 也作 fAC、gAC，並令 Γ1 兩條漸近線中不包含
LB1 的為 LB、Γ2 兩條漸近線中不包含 LC1 的為 LC。

作 L 通過 A、B 中點與 A、C 中點，並將平面以 L 分為兩個半平面。接著分為四種情
形，情形一是 LB、LC 的交點與 A 在同一半平面，情形二是 LB、LC 的交點與 B、C
在同一半平面，情形三是 LB、LC 平行，情形四是 LB、LC、L 共點。

情形四時，必有一直線與 L 重和。假設 LB 與 L 重和，則有 α +∠C = 180○，因 α < 90○

所以 ∠C > 90○, c > a，與假設矛盾。所以 LB、LC、L 不共點。

接著看其他三種情形如圖 19、20、21。將情形三中雙曲線的交點視為在無窮遠的等差
點，則這三種情形的等差點、等和點個數(不包括上面提到的等和點)分別為 (0,1)、(1,0)
、(1,0)，α + β 的值與 ∠A 的值大小關係分別為小於、大於、等於。

圖 19
圖 20

圖 21
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接著計算 α + β < ∠A 的條件。由 α + β < 180○, ∠A < 180○ 所以若 α + β < ∠A 則
cosa(α + β) − cosaA > 0。

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sinα =

√
b2 − (a − c)2

b

cosα =
a − c

b

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sinβ =

√
c2 − (a − b)2

c

cosβ =
a − b

c

cos(α + β) − cosA

=
(a − b)(a − c)

bc
−

√
b2 − (a − c)2

√
c2 − (a − b)2

bc
−
b2 + c2 − a2

2bc

=
1

2bc
[3a2 − b2 − c2 − 2ab − 2bc − 2ac − 8r1

√
r2r3]

=
1

2bc
[(a − b)2 + (a − c)2 − (b + c)2 + a2 + b2 + c2 − 8r1

√
r2r3]

=
1

2bc
[−4r1r2 − 4r1r3 + 4r2r3 − 8r1

√
r2r3]

=
2

bc
[
√
r2r3

2
− (

√
r1r2 +

√
r1r3)

2
]

=
2

bc
[
√
r2r3 +

√
r1r2 +

√
r1r3] [

√
r2r3 −

√
r1r2 −

√
r1r3]

=
2
√
r1r2r3

bc
[
√
r2r3 +

√
r1r2 +

√
r1r3]

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

√
1

r1
−

√
1

r3
−

√
1

r2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

所以當

√
1

r1
−

√
1

r3
−

√
1

r2
> 0 時有兩個等和點，

√
1

r1
−

√
1

r3
−

√
1

r2
≤ 0 時有一個等

差點、一個等和點。
直角三角形時，作矩形 ABCD，D 點滿足情形 1、2、3、4，四個等差點重和。

2.3.2 每每每組組組等等等差差差點點點連連連線線線通通通過過過對對對應應應的的的旁旁旁心心心、、、內內內心心心

定定定理理理 9. 依四種情形分組，每組等差點、等和點連線通過相應的旁心、內心。

證證證明明明. 1. 第 2、3、4 組連線，分別通過三個旁心
第二組等差點連線為 Γ1：PA + PB = a + b、Γ2：PA + PC = a + c的第一類根軸。
設 A(x1, y1)、B(x2, y2)、C(x3, y3)，並作 ⊙A(s)。將 ⊙A(s) 視為兩焦點都在 A、長軸
為 2s 的橢圓，計算 ⊙A 與 Γ1 的第一類根軸 L1，化簡整理得

(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (r3)

2
= (x − x1)

2
+ (y − y1)

2
− s2

L1 為 ⊙A(s)、⊙B(r3) 的根軸。
相似的可得 ⊙A 與 Γ2 的第一類根軸 L2 為 ⊙A(s)、⊙C(r2) 的根軸。
由於 ⊙A、Γ1、Γ2 可視為三個有一共同焦點在 A 的三個橢圓，所以三條第一類根軸共
點，等差點連線通過 L1、L2 的交點。再由 ⊙A(s)、⊙B(r3)、⊙C(r2) 三圓的根心即為
邊 A 外的旁心，得證第二組等差點連線通過邊 A 外的旁心。相似的可證第三、四組亦
通過對應的旁心。
2. 第一組連線通過內心
第一組連線為 Γ1：∣PA − PB∣ = a − b、Γ2：∣PA − PC ∣ = a − c 的第一類根軸。
設 A(x1, y1)、B(x2, y2)、C(x3, y3)，並作 ⊙A(r1)。將 ⊙A(r1) 視為兩焦點都在 A、長
軸為 2r1 的橢圓，計算 ⊙A 與 Γ1 的第二類根軸 L′1，化簡整理得

(x − x2)
2
+ (y − y2)

2
− (r2)

2
= (x − x1)

2
+ (y − y1)

2
− r21

可知 L′1 即為 ⊙A(r1)、⊙B(r2) 的根軸。
相似的可得 ⊙A 與 Γ2 的第二類根軸 L′2 為 ⊙A(r1)、⊙C(r3) 的根軸。
由於 ⊙A、Γ1、Γ2可視為三個有一共同焦點在 A的一個橢圓、兩個雙曲線，所以 Γ1、Γ2

13



的第一類根軸與 ⊙A、Γ1 以及 ⊙A、Γ2 的兩條第二類軸共點，第一組連線通過L
′

1、L
′

2

的交點。再由 ⊙A(r1)、⊙B(r2)、⊙C(r3) 三圓的根心即為內心，得證第一組連線通過內
心。

圖 22 圖 23

2.3.3 七七七線線線共共共點點點

定定定理理理 10. 四組等差點連線及 ⊙A(a)、⊙B(b)、⊙C(c) 的三條根軸七線共點。

證證證明明明. 先證四組等差點、等和點連線共點。由等差點、等和點為數個兩兩有共同焦點的
圓錐曲線的交點，四線共點即為定理 4 的特例。設共點於 P。
接著證 ⊙A(a)、⊙B(b)、⊙C(c) 的三條根軸均過 P。可知P為 Γ1：PA + PB = a +
b、Γ2：PA + PC = a + c、Γ3：PB + PC = b + c 三個橢圓之間的三條第一類根軸的
交點。作 ⊙A(a)，並將其視為兩焦點都在 A、長軸為 2a 的橢圓。計算 ⊙A、Γ1 的第一
類根軸 L1，化簡整理得

(x − x3)
2
+ (y − y3)

2
− c2 = (x − x1)

2
+ (y − y1)

2
− a2

L1 亦為 ⊙A(a)、⊙C(c) 的根軸。
相似的可得 ⊙A、Γ2 的第一類根軸 L2 為 ⊙A(a)、⊙B(b) 的根軸。
由於 ⊙A 與 Γ3 的長軸和等於 Γ1 和 Γ2 的長軸和，由定理 7 可知 ⊙A、Γ1 以及 ⊙A、Γ2

的第一類根軸均過 P，即 L1、L2 過 P，P 為 ⊙A(a)、⊙B(b)、⊙C(c) 的根心。得證三
條根軸均過 P。

圖 24
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