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Abstract

In this article we study a family of combinatorial questions regarding finding the total number of
ways to distribute (not necessarily indistinguishable) balls of different colors into piles. We solve the
questions by establishing an algorithm that leads to formulas in which the integer partition plays a role.
Our formula can be applied to counting integer partitions, as it recovers the Stirling number of the second
kind as a special case.

中⽂ᐜ要

本⽂研究⼀系列將⾊球分堆的組合問題。我們計算出給定⾊球的種類數以及個數，再將球分
堆的總⽅法數。我們建⽴了⼀套演算法求得分堆的⽅法數，並建⽴我們稱之「整數分拆形式」表
⽰的公式。成功的推廣了整數分拆以及第⼆類斯特林數。

1 ඔ論

1.1 ुࣇ

在計數組合學中，計算相同或不同物體分堆的總⽅法數是個主流的問題。如整數分拆就是將 n顆
相同物分成 k堆的⽅法數，歷屆科展作品中，整數分拆問題有被⼤量研究，例如 [1]的作者利⽤在
線段、正三⾓形、正四⾯體中任⼀點與兩端點、三邊的⾼、四⾯的⾼為定值去求出分兩堆、分三
堆以及分四堆的⽅法數，並⽤此推廣去找⼀般式。⼜如第⼆類斯特林數 (Stirling number of the
second kind)就是將m種相異物分成 k堆的⽅法數，線代啟⽰錄 -第⼆類斯特林數與⾙爾數中就⽤
⽣成函數寫出遞迴式。

1.2 ⼤᧭

本作品將 1.1節提到的兩種問題做結合，在我們討論將m種不同⾊球，每種各 n顆，分 k堆，可
空堆的總⽅法數 F (m,n, k)以及不可空堆的總⽅法數 f(m,n, k)，以及每⼀種類個數不盡相同的⽅
法數。其中在我們定義中 F (1, n, k)為整數分拆的⽅法數，F (m, 1, k)為第⼆類斯特林數的⽅法
數。在第⼆章中我們固定m,n⽤分割成同異的⽅式詳盡討論當 k < 5時的分堆總⽅法數。在第三
章中我們將第⼆章證明⼿法⼀般化，定義同分這概念，便可以透過將分割從同異改成同分使分析
更有效率，最後發明出同分演算法來求出任意的 F (m,n, k)。在第四章中我們簡化同分演算法的
形式，並求出其分割所對應的係數，之後找到 r元⼀次不定⽅程的算法求出分割的⽅法數，這樣
的算法也可⽤⽣成函數表⽰，最後將兩個結果結合即可以求出任意的 F (m,n, k)。

2 分堆總⽅法數的⼀般式

已知 F (m,n, k)，當m = 1時，F (1, n, k)為正整數任意分拆的⽅法數，當 n = 1時，F (m, 1, k)
為第⼆類 Stirling數，於是我們開始固定m,n，針對 值的情況，討論 f(m,n, k)及 F (m,n, k)的
⼀般式。



2.1 分兩堆的總⽅法數

在本節中我們給出兩種將⾊球分兩堆的總⽅法數 f(m,n, 2)及 F (m,n, 2)。

性質 2.1.

f(m,n, 2) =

õ
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û
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。

證明.
我們利⽤取和不取的⽅法寫出 f(m,n, 2)及 F (m,n, 2)的⼀般式。ଉ xi 為第 i種⾊球Ԧ⼊第⼀堆
的數量，因此每個 xi = 0, 1, 2, · · · , n− 1, n都有 n+ 1種غत。ߠ數組 (x1, x2, · · · , xm)⼀共有
(n+ 1)m種可能的結果。當 n為अ數時，(x1, x2, · · · , xm)與 (n− x1, n− x2, · · · , n− xm)⼀⼀對

應，⽽ (0,全)和 (全, 0)有空堆，因此 f(m,n, 2) =
(n+ 1)m − 2

2
。當 n為ல數時，
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2
, . . . ,
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)
只能算⼀次，因此 f(m,n, 2) =

(n+ 1)m − 2− 1

2
+ 1，使⽤ъ੆符ڦ表⽰後得證。

2.2 分三堆的總⽅法數

在本節中我們分割成數種同異的⽅式寫出 f(m,n, 3)及 F (m,n, 3)的⼀般式。

性質 2.2.
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證明.
已知 f(m,n, 3) = F (m,n, 3)− F (m,n, 2)，將某⼀種類任意分為三個有序堆的⽅法數為 H3

n，利⽤
Ⴜ法ד理，m個種類任意分三個有序堆的⽅法數為 (H3

n)
m。⽽這所有結果ҍ會包含三同、⼆同⼀

異、和三異，設 F1(m,n, 3)、F2(m,n, 3)、F3(m,n, 3)分別為m個種類各 n，任意分為三堆，可

有空堆的結果中三同、⼆同⼀異、三異的⽅法數，三同的結果出現
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次，⼆同⼀異的結果會重複
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1. 三同的取法會在 n = 3k(k ∈ N)時ӄ會被算到，因此 F (m,n, 3) =
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2. ⼆同⼀異的取法可以視為每⼀種⼀次可以取 2p(p ∈ N0)個，將取出的֝׋直接ح分⾄兩堆

ҍ，剩下的Ԧ最後⼀堆，利⽤Ⴜ法ד理可以得到 F (m,n, 3)中⼆同的⽅法數為
⌊n
2
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，

當 n = 3q(q ∈ N)，三同會與⼆同重複算 1次，要再扣 ߠ。1
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3. 三異的取法可將式⼀೸項後求得
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2.3 分四堆的總⽅法數 f(m,n, 4)與 F (m,n, 4)

在本節中我們分割成數種同異的⽅式寫出 f(m,n, 4)及 F (m,n, 4)的⼀般式。

性質 2.3.
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證明.
已知 f(m,n, 4) = F (m,n, 4)− F (m,n, 3)，將某⼀種類任意分四個有序堆的⽅法數為 H4

n，利⽤重
複排列，m個種類任意分成四個有序堆的⽅法數為 (H4

n)
m。⽽這所有結果ҍ⾯會包含四同、三同

⼀異、⼆同⼆同、⼆同⼆異和四異，設 F1(m,n, 4)、F2(m,n, 4)、F3(m,n, 4)、F4(m,n, 4)、
F5(m,n, 4)分別為m個種類各 n個，任意分四堆，可有空堆的結果中四同、三同⼀異、⼆同⼆

同、⼆同⼆異、四異的⽅法數。四同的結果出現
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4!

2!
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m = F1(m,n, 4) + 4F2(m,n, 4) + 6F3(m,n, 4) + 12F4(m,n, 4) + 24F5(m,n, 4) (式⼆)

1. 四同的取法會在 n = 4k(k ∈ N)時ӄ會被算到，因此
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2. 三同⼀異的取法可以視為每⼀種⼀次可以取 3p(p ∈ N ∪ {0})個，將取出的֝׋直接ح分⾄
三堆ҍ，剩下的Ԧ最後⼀堆，利⽤Ⴜ法ד理，所以可以得到 F (m,n, 3)中三同的⽅法數⌊n
3
+ 1
⌋m
，但當 n = 4q (q ∈ N)時，四同會與三同重複算到 1次，所以此時要再扣 ߠ，1
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3
+ 1
⌋m
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3. ⼆同⼆同的取法可以視為將
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4. ⼆同⼆異的取法為先غ⼆堆相同再分剩下兩堆（以下我們簡稱為⼆同），接著再將⼆同扣除
⼆同⼆同、三同⼀異、四同。⽽⼆同的І法是每種類先決定Ԧ在前兩堆的數量，且討論某⼀
種類的分堆情況時不會ૄٳ到其Ѫ種類的分堆情況，所以決定前兩堆的模型可以得到對應的
後兩堆分堆⽅法數。接著將前兩堆的模型數量分別Ⴜ上對應的後兩堆分堆⽅法數，最後加總
即得到⼆同的⽅法數。分兩堆公式在 n是अ或ல時會有差異，ߠ將 n分為अல討論。
當 n是अ數時，F (m,n, 4)⼆同的⽅法數可以整理成表格如下：

前兩堆的內容物 前兩堆的模型數量 後兩堆分堆情形的⽅法數

(0, 0)
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表⼀（0!皆省略）

⽽經由上表可得 n為अ數時，F (m,n, 4)⼆同的⽅法數可整理成
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當 n是ல數時，F (m,n, 4)⼆同的⽅法數可以整理成表格如下：

前兩堆的內容物 前兩堆的模型數量 後兩堆分堆情形的⽅法數

(0, 0)
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經由上表，可得 n為ல數時，F (m,n, 4)⼆同的⽅法數可整理成
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上式可整理成
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n+ 1

2

ã
1

2
×

∑
a1+a2+···+ak=m

m!

a1!× a2!× · · · × ak!
×(n+1)a1 ×(n−1)a2 ×· · ·×1ak +

(
n
2 + 1

)m
2

(式四)

我們發現可以將式三和式四整理成多項式定理，再從前⾯兩個例⼦及整理之後可以發現需分
為 n的अல性討論。F (m,n, 4)⼆同的⽅法數，在 n為अ數為
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推出׫式後我們要扣除⼆同⼆同與四同、三同⼀異和⼆同重複的部分。因為前⾯的四同、三
同⼀異和⼆同⼆同已經被獨⽴討論了，且彼此的結果不會重複，所以只要分別扣除⼀倍的四
同、三同⼀異和⼆同⼆同的⽅法數。但其中在 n為ல數時，所有的⼆同⼆同都會在⼆同中被
討論兩次，所以當 n為ல數時要再多扣除⼀次⼆同⼆同的⽅法數。因此
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3 同分演算法

當我們討論的堆數越多時，例如 k = 5時，會有五同、四同⼀異、三同⼆異 . . . 等七種結果，
k = 6或 7甚⾄更⼤時，會有許多的項⽬需要獨⽴討論。因此我們從性質 2.3的證明中獲得靈感，
定義同分的概念來輔助討論。

3.1 何೰同分

我們從分四堆的結果中可以觀察出討論⼆同⼆異時，是先⽤多項式定理做出⼆同，再扣除四同、
三同⼀異和兩倍的⼆同⼆同。討論三同⼀異時，是⽤三同扣除四同，於是我們猜測可以直接討論
⼆同、三同的情況。所以我們開始以同分的⽅式討論。我們將四堆分為四同零分（四同）、三同⼀
分、⼆同⼆分、⼀同三分，四種結果。我們發現四同零分可分為 1個四同；三同⼀分可分為 1個
四同和 1個三同⼀異；⼆同⼆分可分為 1個四同、1個三同⼀異、1個⼆同⼆異和 2個⼆同⼆同；
⼀同三分可分為 1個四同、2個三同⼀異、3個⼆同⼆異、2個⼆同⼆同和 4個四異。⽽推出

同分 同異 ⽰意圖（左同右分）
四同零分 四同 • • • •

三同⼀分
四同 • • • •
三同⼀異 • • • •

⼆同⼆分

四同 • • • •
三同⼀異 • • • •
⼆同⼆同 • • • •
⼆同⼆同 • • • •
⼆同⼆異 • • • •

⼀同三分

四同 • • • •
三同⼀異 • • • •
三同⼀異 • • • •
⼆同⼆同 • • • •
⼆同⼆同 • • • •
⼆同⼆異 • • • •
⼆同⼆異 • • • •
⼆同⼆異 • • • •
四異 • • • •
四異 • • • •
四異 • • • •
四異 • • • •

F (m,n, 4)為四同零分 +三同⼀分 +⼆同⼆分 +⼀同三分的⽅法數之
1

4
倍。⽽ k = 3, 4, 5都有相

同結果。我們定義將m種⾊球各 n顆分割成 p同 q分可空堆時表⽰成 F (m,n, p, q)，其中前 p堆
是相同結果，後 q堆是任意結果，猜測當m,n, k ∈ N時，
F (m,n, k) =

1

k
[F (m,n, k − 1, 1) + · · ·+ F (m,n, 1, k − 1)]，進⽽證明以下引理及定理。

引理 3.1.

F (m,n, k) =
1

k

k−1∑
i=0

F (m,n, k − i, i), m, n, k ∈ N

證明. k堆中，任意結果皆可表⽰為某種的 x1 同 x2 同 x3 同 . . . xr 同，設
x1 + x2 + x3 + · · ·+ xr = k，x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xr ≥ 1，所以只௖證明任意的 x1同 x2同 x3同
. . . xr 同在 F (m,n, k, 0) + F (m,n, k − 1, 1) + · · ·+ F (m,n, 1, k − 1)中出現 k次即可。⽽ x1 同 x2

同 x3 同 . . . xr 同中，x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xr ≥ 1，所以 x1 同 x2 同 x3 同 . . . xr 同只會出現在 x1

同 (x2 + x3 + · · ·+ xr)分、x2 同 (x1 + x3 + · · ·+ xr)分、. . .、1同
((xr − 1) + x1 + x3 + · · ·+ xr−1)分



（x1 同 x2 同 . . . xr 同）在右列各式中皆被算 1次



x1同(x2 + x3 + · · ·+ xr)分
(x1 − 1)同(1 + x2 + x3 + · · ·+ xr)分

...

...
2同((x1 − 2) + x2 + x3 + · · ·+ xr)分
1同((x1 − 1) + x2 + x3 + · · ·+ xr)分

⇒共 x1 次

...

（x1 同 x2 同 . . . xr 同）在右列各式中皆被算 1次



xr同(x1 + x2 + · · ·+ xr−1)分
(xr − 1)同(1 + x1 + x2 + · · ·+ xr−1)分

...

...
2同((xr − 2) + x1 + x2 + · · ·+ xr−1)分
1同((xr − 1) + x1 + x2 + · · ·+ xr−1)分

⇒共 xr 次

將全部加總共可得到 x1 + x2 + x3 + · · ·+ xr = k次。即任意（x1 同 x2 同 x3 同 . . . xr 同）在
F (m,n, k, 0) + F (m,n, k − 1, 1) + · · ·+ F (m,n, 1, k − 1)中共出現 k次，即

F (m,n, k) =
1

k
[F (m,n, k, 0) + F (m,n, k − 1, 1) + · · ·+ F (m,n, 1, k − 1)]，得證

3.2 化為⼀分以及零分

在本節中我們找出將⼆分以上的結果化為⼀分以及零分的⽅法。

引理 3.2. 各種類在 qk = 0或 1時，p同 q1 同 q2 同 q3同 . . . qk − 1同 qk 分的分堆情況彼此不௴相
其中，ૄٳ p, q1, q2, q3, . . . , qk−1 ∈ N。

證明. 我們先討論各種類在 p堆中的數量，ଉ第⼀類在 p堆中每⼀堆有 α1,p 個，第⼆類每⼀堆有
α2,p個 . . . 第m類每⼀堆有 αm,p，因為這 p堆在 p同的情況為相同物，所以 α1,p無論為多׃都不
會ૄٳ到其Ѫ種類在 p堆中每⼀堆的數量。同理，在 q1 同 q2 同 q3 同 . . . qk−1 同都有相同性質。
⽽ qk = 0時意同於 p同 q1 同 q2同 q3同 . . . qk−1 同，⽽ qk = 1時，1分相當於 1同，意同於 p同
q1同 q2同 q3同 . . . qk−1同 1同，所以各種類在 qk = 0或 1時，p同 q1同 q2同 q3同 . . . qk−1同 qk
分的分堆情況彼此不௴相ૄٳ。得證

所以我們創造出⼀個將 qk ≥ 2全部化為 qk = 0或 1的⽅法

定理 3.1. 若m,n, p, k ∈ N，q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk, q
′
k ∈ N，且 qk ≥ 2，則

F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk) =
1

qk

qk∑
q′
k
=1

F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, q
′
k, qk − q′k)

證明.
qk∑

q′
k
=1

F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk, q
′
k, qk − q′k)

= F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk, 0) + F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk − 1, 1)

+F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk − 2, 2) + · · ·+ F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , 1, qk − 1)

且 p同 q1 同 q2 同 q3 同 . . . qk−1 同 qk 分中，任意結果皆可表⽰為某種的 p同 q1 同 q2 同 q3 同
. . . qk−1 同 x1 同 x2 同 x3 同 . . . xr 同，設 x1 + x2 + x3 + · · ·+ xr = qk，
x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xr ≥ 1，所以只௖證明任意的 p同 q1同 q2同 q3同 . . . qk−1同 x1同 x2同 x3

同 . . . xr 同，在 F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk, 0) + F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk − 1, 1) +
F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk − 2, 2) + · · ·+ F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , 1, qk − 1)中出現 qk 次即可。
⽽ p同 q1同 q2同 q3同 . . . qk−1同 x1同 x2同 x3同 . . . xr 同中，x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xr ≥ 1，所
以 p同 q1 同 . . . xr 同只會出現在 p同 q1 同 q2 同 q3 同 . . . qk−1 同 x1 同 (x2 + x3 + · · ·+ xr)分、p
同 q1 同 q2 同 q3 同 . . . qk−1 同 (x1 − 1)同 (1 + x2 + x3 + · · ·+ xr)分、. . .、p同 q1 同 q2 同 q3 同



. . . qk−1 同 1同 (xr − 1) + x1 + x3 + · · ·+ xr−1 分中，⽽ p同 q1 同 q2 同 q3 同 . . . qk−1 同 x1 同 x2

同 x3 同 . . . xr 同在下列各式中皆被算了 1次。

p同q1同q2同q3同 . . . qk−1同x1同(x2 + x3 + · · ·+ xr)分
p同q1同q2同q3同 . . . qk−1(x1 − 1)同(1 + x2 + x3 + · · ·+ xr)分

...

...
p同q1同q2同q3同 . . . qk−12同((x1 − 2) + x2 + x3 + · · ·+ xr)分
p同q1同q2同q3同 . . . qk−11同((x1 − 1) + x2 + x3 + · · ·+ xr)分

⇒共 x1 次

且 p同 q1 同 q2 同 q3 同 . . . qk−1 同 x1 同 x2 同 x3 同 . . . xr 同在下列各式中皆被算了 1次。

p同q1同q2同q3同 . . . qk−1xr同(x1 + x2 + · · ·+ xr−1)分
p同q1同q2同q3同 . . . qk−1(xr − 1)同(1 + x1 + x3 + · · ·+ xr−1)分

...

...
p同q1同q2同q3同 . . . qk−12同((xr − 2) + x1 + x3 + · · ·+ xr−1)分
p同q1同q2同q3同 . . . qk−11同((xr − 1) + x1 + x3 + · · ·+ xr−1)分

⇒共 xr 次

將全部加總共可得到 (x1 + x2 + x3 + · · ·+ xr) = qk 次。即任意 p同 q1同 q2同 q3同 . . . qk−1同 x1

同 x2 同 x3 同 . . . xr 同在 F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk, 0) + F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk − 1, 1) +
F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk − 2, 2) + · · ·+ F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , 1, qk − 1)中出現 qk 次，即

F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk) =
1

qk

qk∑
q′
k
=1

F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, q
′
k, qk − q′k)

得證。

3.3 計算⼀分和零分

在本節中我們求出 p同 0分和 p同 1分的⽅法數以及將任意 p同 q1 同 . . . qk−1 同 qk 分轉為 p同 q
分的形式。在上⼀節中已經將 qk ≥ 2的 F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk)都化成 qk = 1或 0的形
式，所以我們決定先找出 p同 0分和 p同 1分的⼀般式，再將定理 3.1的結果化為 p同 q分的形
式。

性質 3.1. 若m,n, p ∈ N，則

F (m,n, p, 0) =


1,

n

p
∈ N

0,
n

p
̸∈ N

證明. m類各 n個的 p同 0分等於從m類各 n個܀出 pt(t ∈ N ∪ {0})顆球，如果 p被 n整除則為
1，p不被 n整除則為 0，得證。

性質 3.2. 若m,n, p ∈ N，則

F (m,n, p, 1) =
1

1

ï
F (1, n, 1, 0) + F (1, n− p, 1, 0) + · · ·+ F

Å
1, n−

õ
n

p

û
× p, 1, 0

ãòm
=

Åõ
n

p

û
+ 1

ãm
證明. m類各 n個的 p同 1分等於先從 1種類各 n個܀出 pt(t ∈ N ∪ {0})顆球，再將剩下的球分

⼊⼀堆後，重複排列，ߠ可分為 1種類從 n顆球、n− p顆球、. . .、n−
õ
n

p

û
× p顆球分⼊⼀堆後

再進⾏重複排列，ߠ F (m,n, p, 1) =
1

1

ï
F (1, n, 1, 0) + F (1, n− p, 1, 0) + · · ·+ F

Å
1, n−

õ
n

p

û
× p, 1, 0

ãòm
=

Åõ
n

p

û
+ 1

ãm
，得證。

接著我們發現任何⼀種 F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk)可以表⽰成 F (1, n′, p, qk−1, qk)級數和的
m次⽅，其中 n′ ∈ N ∪ {0}。



定理 3.2. 若 k ∈ N，p, q1, q2, q3, . . . , qk−1 ∈ N，qk = 0或 1，則

F (m,n, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk)

=

 ⌊n
p ⌋∑

αp=0

⌊
n−αpp

q1

⌋∑
αp1=0

· · ·

ö
n−αpp−αq1 q1−···−αqk−3

qk−3

qk−2

ù∑
αpk−2

=0

F (1, n− αpp− αq1q1 − · · · − αqk−2
qk−2, qk−1, qk)


m

其中 αqi ∈ N ∪ {0}為某⼀種類的球在 qi 堆中每堆的個數。

證明. 我們假設⼀種模型，下⾯為第⼀種⾊球在 p同 q1 同 q2 同 q3 同 . . . qk−1 同 qk 分的所有分ࡖ
情況：p堆中每堆 0個，q1 堆中每堆 0個，. . .，qk−2 堆中每堆 0個⇒ F (1, n, qk−1, qk)；p堆中每
堆 0個，q1 堆中每堆 0個，. . .，qk−2 堆中每堆 1個⇒ F (1, n− 1qk−2, qk−1, qk)；p堆中每堆 0
個，q1 堆中每堆 0個，. . .，qk−2堆中每堆 2個⇒ F (1, n− 2qk−2, qk−1, qk)；. . .，p堆中每堆 αp

個，q1 堆中每堆 αq1 個，. . .，qk−2堆中每堆 αqk−2
個

⇒ F (1, n− αpp− αq1q1 − · · · − αqk−2
qk−2, qk−1, qk)；（· · · p堆中每堆

õ
n

p

û
個，q1堆中每堆n−

ö
n
p

ù
p

q1

個，q2 堆中每堆

n−
ö
n
p

ù
p−
õ
n−⌊n

p ⌋p
q1

û
q1

q2

個，

· · · ⇒ F

Ü
1, n−

õ
n

p

û
p−

n−
ö
n
p

ù
p

q1

 q1 −

n−
ö
n
p

ù
p−
õ
n−⌊n

p ⌋p
q1

û
q1

q2

 q2 − · · · , qk−1, qk

ê
同理，我們ଉ每種⾊球在各堆中的數量如下：

p堆中每⼀堆有 q1 堆中每⼀堆有 · · · qk−2 堆中每⼀堆有 qk − 1同 qk 分
第⼀種 α1, p個 α1,q1 個 · · · α1,qk−2

個 n− s1
第⼆種 α1, p個 α2,q1 個 · · · α2,qk−2

個 n− s2
...

...
... · · ·

...
...

第m種 α1, p個 αm,q1 個 · · · αm,qk−2
個 n− sm

設 si = αi,pp+αi,q1q1 + · · ·+αi,qk−2
qk−2。上表符合 αi,pp+αi,q1q1 + · · ·+αi,qk−2

qk−2 ≤ n，上表
的第⼀種物品，所有分堆情況的⽅法數為 ⌊n

p ⌋∑
αp=0

⌊
n−αpp

q1

⌋∑
αp1=0

⌊n−αpp−αq1 q1
q2

⌋∑
αp2=0

· · ·

ö
n−αpp−αq1 q1−···−αqk−3

qk−3

qk−2

ù∑
αpk−2

=0

F (1, n− αpp− αq1q1 − · · · − αqk−2
qk−2, qk−1, qk)


1

同理，第 2種、. . .、第m種⾊球的分堆情況⽅法數༢為上式，且每種⾊球分堆情形皆不௴相ٳ
ૄ，所以m種⾊球所有分堆情況為重複排列，得證



3.4 同分演算法

在本節中我們將第三章前⾯的做法統整，並舉例說明。同分演算法的做法如下：

1. 使⽤引理 3.1，將 F (m,n, k)化為 F (m,n, p, q)。

2. 使⽤定理 3.1將 2分以上化為 1分或 0分。

3. 使⽤定理 3.2、性質 2.1、性質 2.2算出⽅法數。

我們將此種循環步驟稱為同分演算法。
例：利⽤同分演算法算出 F (3, 4, 4)：

同理，F (3, 4, 3) = 576，f(3, 4, 4) = F (3, 4, 4)− F (3, 4, 3) = 1399。



3.5 廣義同分演算法

在本節中我們將同分演算法推廣，求出讓m種球個數可以不盡相同的⽅法數。我們定義當每種類
個數不盡相同時，第⼀種有 n1 顆，第⼆種有 n2 顆 . . . 第m種有 nm 顆，分為 k堆，不可有空堆
的⽅法數記為 f(m,n′

1n
′
2n

′
3 . . . n

′
m, k)，可有空堆的⽅法數記為 F (m,n′

1n
′
2n

′
3 . . . n

′
m, k)。下⽅定理

3.3和定理 3.4的作法與定理 3.1和定理 3.2的差異在於後者討論的每種球數量相同⽽前者不盡相
同，所以需要每⼀種類分開討論。

定理 3.3.
m∏
i=1

F (1, ni, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk) =
1

qk

qk∑
q′
k
=1

m∏
i=1

F (1, ni, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, q
′
k, qk − q′k)

m,n, p, k ∈ N，q1, q2, q3, . . . , qk−1 ∈ N，qk ∈ N且 qk ≥ 2。

定理 3.4.
m∏
i=1

F (1, ni, p, q1, q2, q3, . . . , qk−1, qk)

=
m∏
i=1

⌊n
p ⌋∑

αp=0

⌊
n−αpp

q1

⌋∑
ααq1

=0

⌊n−αpp−αq1 q1
q2

⌋∑
ααq2

=0

· · ·

ö
n−αpp−αq1 q1−···−αqk−2

qk−2

qk−2

ù∑
ααqk−2

=0

F (1, ni − αpp− αq1q1 − · · · − αqk−2
qk−2, qk−1, qk)

k ∈ N，p, q1, q2, q3, . . . , qk−1 ∈ N，qk = 0或 1。

證明. 每種類個數不盡相同時，每種類在 p同、q1同、qk−1 同、qk 分的模型ఁ߱下的分堆，情形
๶然彼此不௴相ૄٳ。得證。

廣義同分演算法：

1. 使⽤引理 3.1，將 F (m,n′
1n

′
2n

′
3 . . . n

′
m, k)化為 F (m,n′

1n
′
2n

′
3 . . . n

′
m, p, q)。

2. 使⽤定理 3.3將 2分以上化為 1分或 0分。

3. 使⽤定理 3.4、性質 2.1、性質 2.2算出⽅法數。

我們將此種循環步驟稱為廣義同分演算法。
例：利⽤同分演算法算出 F (3, 3′3′4′, 4)：



4 F (m,n, k)的整數分拆公式

我們發現可以將同分演算法化簡為更簡單漂亮的形式，如果將同分演算法中的⼀分化成⼀同零分，
可以發現例如像 F (m,n, 2, 1, 1, 0), F (m,n, 1, 2, 1, 0), F (m,n, 1, 1, 2, 0)的值皆相等，所以我們先算
出這些值分別對應的係數再相加，統⼀化為 F (m,n, 2, 1, 1, 0)的倍數形式，於是我們推廣將
p, q1, q2, . . . , qk 中的各數由⼤到⼩排列為 a1, a2, a3, . . . , ar，即 a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ ar ∈ N，⽽ r
即為正整數 k的⾮空整數分拆數，再將所有 F (m,n, p, q1, q2, . . . , qk, 0)中與
F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)等值的所有項累加起來，我們發現了⼀個 F (m,n, k)的整數分拆公式。



4.1 F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)所對應的係數

在本節中我們求出整數分拆公式中對應係數的⼀般式。下⾯我們先以 F (m,n, 4)為例：
由同分演算法可知

F (m,n, 4)

=
1

4

ß
F (m,n, 4, 0) + F (m,n, 3, 1, 0) +

1

2
[F (m,n, 2, 2, 0) + F (m,n, 2, 1, 1, 0)]

+
1

3

ï
F (m,n, 1, 3, 0) + F (m,n, 1, 2, 1, 0) +

1

2
[F (m,n, 1, 1, 2, 0) + F (m,n, 1, 1, 1, 1, 0)]

ò™
=

6

24
F (m,n, 4, 0) +

8

24
F (m,n, 3, 1, 0) +

3

24
F (m,n, 2, 2, 0) +

6

24
F (m,n, 2, 1, 1, 0) +

1

24
F (m,n, 1, 1, 1, 1, 0)

⽽ F (m,n, 4, 0), F (m,n, 3, 1, 0), F (m,n, 2, 2, 0), F (m,n, 2, 1, 1, 0), F (m,n, 1, 1, 1, 1, 0)的係數中分
⼦的值分別為 6, 8, 3, 6, 1，我們發現與 4個元素的集合分拆為交換群循環類型的循環⾧度分別為
4，3, 1，2, 2，2, 1, 1，1, 1, 1, 1的循環式的數量 [2]相符合，其中循環式的規則如下：將每⼀個循
環式最⼩的數字排在該循環式的第⼀位，在重新排序時不動此數字，此外，由於在某⼀循環式內
數字的先後次序代表這些數字之間的映射關係，因此只要我們重排某個循環式內數字（摒除最⼩
的那個數字）的次序，所得結果必然代表⼀種新的映射關係，即⼀個新的循環式。
下⾯舉例說明。
4個元素的集合 {1, 2, 3, 4}可分成 (∗ ∗ ∗∗)，(∗ ∗ ∗)(∗)，(∗∗)(∗∗)，(∗∗)(∗)(∗)，(∗)(∗)(∗)(∗)，5種循
環類型；由下表可知：

循環類型 循環式的形式 循環式的數量

(∗ ∗ ∗∗)循環⾧度為 4
(1, 2, 3, 4)、(1, 2, 4, 3)、(1, 3, 2, 4)、(1, 3, 4, 2)、

6
(1, 4, 2, 3)、(1, 4, 3, 2)

(∗ ∗ ∗)(∗)循環⾧度為 3, 1
(1, 2, 3)(4)、(1, 3, 2)(4)、(1, 2, 4)(3)、(1, 4, 2)(3)、

8
(1, 3, 4)(2)、(1, 4, 3)(2)、(2, 3, 4)(1)、(2, 4, 3)(1)

(∗∗)(∗∗)循環⾧度為 2, 2 (1, 2)(3, 4)、(1, 3)(2, 4)、(1, 4)(2, 3)、 3

(∗∗)(∗)(∗)循環⾧度為 2, 1, 1
(1, 2)(3)(4)、(1, 3)(2)(4)、(1, 4)(2)(3)、(2, 3)(1)(4)、

6
(3, 4)(1)(2)、(2, 4)(1)(3)

(∗)(∗)(∗)(∗)循環⾧度為 1, 1, 1, 1 (1)(2)(3)(4) 1

由上述例⼦可知，我們可以把 k個元素的集合假設在某種「循環類型」中包含⾧度為 1的「循環
式」有 p1 個，⾧度為 2的「循環式」有 p2 個，. . .，⾧度為 k的「循環式」有 pk 個，其中
pi ≥ 0；即滿⾜ 1p1 + 2p2 + 3p3 + · · ·+ kpk = k。
⽽我們可知若 k個元素的集合，分割為有序⼦集，其中⾸ p1個⼦集為 1元集，接著 p2個⼦集為 2

元集 . . .，最後 pk 個⼦集為 k元集的分割⽅法數為
k!

(1!)p1(2!)p2 . . . (k!)pk
。所以滿⾜

1p1 + 2p2 + 3p3 + · · ·+ kpk = k的數組 (p1, p2, p3, . . . , pk)的個數可視為 k個元素的集合，分割為
無序⼦集，其中包含 1個元素的⼦集有 p1 個，2個元素的⼦集有 p2 個，. . .，k個元素的⼦集有

pk 個的分割⽅法數為
k!

(1!)p1 (2!)p2 ...(k!)pk

p1!p2! . . . pk!
，且每⼀個滿⾜ 1p1 + 2p2 + 3p3 + · · ·+ kpk = k的數組

(p1, 2p2, 3p3, . . . , pk)都有 [(1− 1)!]p1 [(2− 1)!]p2 . . . [(k − 1)!]pk = (0!)p1(1!)p2 . . . [(k − 1)!]pk 個循環
式的數量，所以 k個元素的集合在某種「循環類型」中包含⾧度為 1的「循環式」有 p1 個，⾧度
為 2的「循環式」有 p2 個，. . .，⾧度為 k的「循環式」有 pk 個且滿⾜
1p1 + 2p2 + 3p3 + · · ·+ kpk = k的循環式數量共有

((0!)p1(1!)p2 . . . [(k − 1)!]pk)×

(
k!

(1!)p1 (2!)p2 ...(k!)pk

p1!p2! . . . pk!

)

=
k!(

1!
0!

)p1
(
2!
1!

)p2
. . .
Ä

k!
(k−1)!

äpk

p1!p2! . . . pk!
=

k!

1p12p2 . . . kpkp1!p2! . . . pk!
=

k!∏k
i=1 i

pipi!

所以我們⼤膽猜測

F (m,n, k) =
∑

a1+a2+···+ar=k

k!∏k

i=1
ipipi!

k!
F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)

=
∑

a1+a2+···+ar=k

1∏k
i=1 i

pipi!
F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)



；其中 a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ ar ∈ N，且 pi 為正整數 i在數組 (a1, a2, a3, . . . , ar)中出現的次數，

則
k∑

i=1

ipi = k。

由上式的猜測公式：

F (m,n, 4) =
1

411!
F (m,n, 4, 0) +

1

311!111!
F (m,n, 3, 1, 0) +

1

222!
F (m,n, 2, 2, 0)

+
1

211!122!
F (m,n, 2, 1, 1, 0) +

1

144!
F (m,n, 1, 1, 1, 1, 0)

的確可以得到上⾯的結果，所以接下來我們將證明這件事。⾸先我們先將 a1, a2, a3, . . . , ar 分別改
寫為 b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts，其中 b1, b2, b3, . . . , bs 為正整數 1 ∼ k出現在數組 (a1, a2, a3, . . . , ar)
中由⼤到⼩的相異正整數，即 b1 > b2 > b3 > · · · > bs ∈ N，⽽ t1, t2, t3, . . . , ts 分別為

b1, b2, b3, . . . , bs 出現的次數，即
s∑

i=1

biti = k。

所以我們猜測的 F (m,n, k)可表⽰為
∑∑s

i=1
biti=k

1∏s
i=1 b

ti
i ti!

F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)，為了⽅便，

我們將 F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)的係數定義為 C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts)。即我們猜測

C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts) =
1∏s

i=1 b
ti
i ti!

我們舉個例⼦找出這些係數彼此的關聯性，如 F (m,n, 4)中，F (m,n, 2, 1, 1, 0)的所有係數和等於
1

1
× 1

2
× 1

4
+

1

1
× 1

3
× 1

4
+

1

2
× 1

3
× 1

4
，這個值可以提出

1

4
，經過觀察之後我們可以發現，剩下的值

會等於 F (m,n, 2, 1, 0)的所有係數和加上 F (m,n, 1, 1, 0)的所有係數和，且由於 F (m,n, 2, 1, 1, 0)
的所有係數和可表⽰成 C(2 · 1, 1 · 2)，F (m,n, 2, 1, 0)的所有係數和可表⽰成 C(2 · 1, 1 · 1)，
F (m,n, 1, 1, 0)的所有係數和可表⽰成 C(1 · 2)，因此 C(2 · 1, 1 · 2) = C(2 · 1, 1 · 1) + C(1 · 2)，同
理，我們發現以下 F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)的係數 C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts)的表格中：

k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5
r = 1 C(1 · 1) C(2 · 1) C(3 · 1) C(4 · 1) C(5 · 1)
r = 2 C(1 · 2) C(2 · 1, 1 · 1) C(3 · 1, 1 · 1) + C(2 · 2) C(4 · 1, 1 · 1) + C(3 · 1, 2 · 1)
r = 3 C(1 · 3) C(2 · 1, 1 · 2) C(3 · 1, 1 · 2) + C(2 · 2, 1 · 1)
r = 4 C(1 · 4) C(2 · 1, 1 · 3)
r = 5 C(1 · 5)

第 r列第 k⾏的係數可⼀⼀分拆為第 r − 1列第 1 ∼ k − 1⾏的所有係數和，於是我們猜測以下引
理並證明。

引理 4.1. 對任⼀個 r > 1的 F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)的係數 C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts)可表⽰為

1

k
[C(b1(t1 − 1), b2t2, b3t3, . . . , bsts) + C(b1t1, b2(t2 − 1), b3t3, . . . , bsts)

+C(b1t1, b2t2, b3(t3 − 1), . . . , bsts) + · · ·+ C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bs(ts − 1))]

證明. 任⼀個數組 (b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts)為分
s∑

i=1

biti = k堆的⼀種整數分拆形式，⽽數組

(b1(t1 − 1), b2t2, b3t3, . . . , bsts)，(b1t1, b2(t2 − 1), b3t3, . . . , bsts)，(b1t1, b2t2, b3(t3 − 1), . . . , bsts)，
. . .，(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bs(ts − 1))分別為分 (k − b1)堆，(k − b2)堆，(k − b3)堆，. . .，(k − bs)
堆的⼀種整數分拆形式。
⽽在數組 (b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts)中分 k堆的任⼀種整數分拆形式必可⼀⼀分拆為 (k − b1)堆，
(k− b2)堆，(k− b3)堆，. . .，(k− bs)堆的整數分拆形式，且由引理 3.1我們可以發現將 k堆分拆

成 (k − bi)堆和 bi堆時，i = 1 ∼ s，F (m,n, k) =
1

k

s∑
i=1

F (m,n, (k − bi), bi)，可提出係數
1

k
，得

證。



定理 4.1. F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)的係數 C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts) =
1∏k

i=1 i
pipi!

=
1∏s

i=1 b
ti
i ti!
。

證明. ⾸先當 r = 1時，గ⼀⼀種整數分拆結果是 k同 0分，ঠঞ引理 3.1，所有 k同 0分的係數

為
1

k
=

1

k11!
。接著我們假設 r − 1(r ≥ 2)成⽴，證明 r成⽴。

已知 C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts) =
1

k
[C(b1(t1 − 1), b2t2, b3t3, . . . , bsts) + C(b1t1, b2(t2 −

1), b3t3, . . . , bsts)+C(b1t1, b2t2, b3(t3 − 1), . . . , bsts)+ · · ·+C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bs(ts − 1))]，所以

C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts) =
1

k

ñ
1

b
(t1−1)
1 (t1 − 1)!bt22 t2!b

t3
3 t3! . . . b

ts
s ts!

+
1

bt11 t1!b
(t2−1)
2 (t2 − 1)!bt33 t3! . . . b

ts
s ts!

+
1

bt11 t1!b
t2
2 t2!b

(t3−1)
3 t3 − 1)! . . . btss ts!

+ · · ·+ 1

bt11 t1!b
t2
2 t2!b

t3
3 t3! . . . b

(ts−1)
s (ts − 1)!

ô
=

1

k

1

bt11 t1!b
t2
2 t2!b

t3
3 t3! . . . b

ts
s ts!

· (b1t1 + b2t2 + b3t3 + · · ·+ bsts)

因為
s∑

i=1

biti = k，所以 C(b1t1, b2t2, b3t3, . . . , bsts) =
1

bt11 t1!b
t2
2 t2!b

t3
3 t3! . . . b

ts
s ts!

=
1∏s

i=1 b
ti
i ti!

，

⽽
1∏s

i=1 b
ti
i ti!

=
1∏k

i=1 i
pipi!

經由數學ೀྫ法，得證。

由以上的證明，我們找到了 F (m,n, k)的整數分拆公式：

F (m,n, k) =
∑∑s

i=1
biti=k

1∏s
i=1 b

ti
i ti!

F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0) =
∑

a1+a2+···+ar=k

1∏k
i=1 i

pipi!
F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)

4.2 r元⼀次不定⽅程
r∑

i=1

aixi = n求 F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)

在本節中我們找到了 F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)的另⼀種計算⽅法：

性質 4.1. F (1, n, a1, a2, . . . , ar, 0) =
r∑

i=1

aixi = n的⾮負整數解的個數。

證明. 將m種⾊球，各 n顆，分成 ai堆，i = 1 ∼ r，各⾃相同，由於每⼀種⾊球各 n顆在這個模
型ఁ況下必௖要分Ֆ，所以假設第⼀種⾊球在 ai 堆中每堆有 xi 個，i = 1 ∼ r，那К

F (1, n, a1, a2, . . . , ar, 0)的值可視為滿⾜不定⽅程
r∑

i=1

aixi = n的⾮負整數解的個數，同理，各種

⾊球౴討論在 ai堆中每堆的個數，i = 1 ∼ r，皆可視為滿⾜不定⽅程
r∑

i=1

aixi = n，由此可知

F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0) = (F (1, n, a1, a2, . . . , ar, 0))
m，得證。

以 F (3, 4, 4)為例：

• F (1, 4, 4, 0)可視為 4x1 = 4的⾮負整數解個數⇒ F (1, 4, 4, 0) = 1 ⇒ F (3, 4, 4, 0) = 13

• F (1, 4, 3, 1, 0)可視為 3x1 + x2 = 4的⾮負整數解個數
⇒ F (1, 4, 3, 1, 0) = 2 ⇒ F (3, 4, 3, 1.0) = 23

• F (1, 4, 2, 2, 0)可視為 2x1 + 2x2 = 4的⾮負整數解個數
⇒ F (1, 4, 2, 2, 0) = 3 ⇒ F (3, 4, 2, 2, 0) = 33

• F (1, 4, 2, 1, 1, 0)可視為 2x1 + x2 + x3 = 4的⾮負整數解個數
⇒ F (1, 4, 2, 1, 1, 0) = 9 ⇒ F (3, 4, 2, 1, 1, 0) = 93
x1 = 0 → x2 + x3 = 4的⾮負整數解個數為H2

4 = 5

x1 = 1 → x2 + x3 = 2的⾮負整數解個數為H2
2 = 3

x1 = 2 → x2 + x3 = 0的⾮負整數解個數為H2
0 = 1

• F (1, 4, 1, 1, 1, 1, 0)可視為 x1 + x2 + x3 + x4 = 4的⾮負整數解個數
⇒ F (1, 4, 1, 1, 1, 1, 0) = H4

4 = 35 ⇒ F (3, 4, 1, 1, 1, 1, 0) = 353



4.3 F (m,n, k)的整數分拆公式

在本節中我們舉例說明第四章的⽅法。我們下⾯再以 F (3, 4, 4)為例：

F (3, 4, 4) =
1

411!
F (3, 4, 4, 0) +

1

311!111!
F (3, 4, 3, 1, 0) +

1

222!
F (3, 4, 2, 2, 0)

+
1

211!122!
F (3, 4, 2, 1, 1, 0) +

1

144!
F (3, 4, 1, 1, 1, 1, 0)

=
1

411!
· 13 + 1

311!111!
· 23 + 1

222!
· 33 + 1

211!122!
· 93 + 1

144!
· 353 = 1975

所以當 k值不⼤時，我們可以利⽤ r元不定⽅程
r∑

i=1

aixi = n及搭配 F (m,n, k)的整數分拆公式，

求 F (m,n, k)。反之，當 k值較⼤時，可利⽤同分演算法算出 F (m,n, a1, a2, . . . , ar, 0)及搭配
F (m,n, k)的整數分拆公式，求 F (m,n, k)。

4.4 F (m,n′
1n

′
2n

′
3 . . . n

′
m, k)的整數分拆公式

在本節中我們將整數分拆公式推廣，求出讓m種球個數可以不盡相同的⽅法數。

定理 4.2.

F (m,n′
1n

′
3n

′
3 . . . n

′
m, k) =

∑
a1+a2+···+ar=k

1∏
pi!ipi

m∏
i=1

F (1, ni, a1, a2, . . . , ar, 0)

證明. 當每種⾊球不盡相同時，F (m,ni, a1, a2, . . . , ar, 0)符合引理 3.2的؆件，所以只需將每⼀種
⾊球分開討論，即可得到 F (m,n′

1n
′
3n

′
3 . . . n

′
m, 0)的整數分拆公式得證

下⾯再以 F (3, 3′3′4′, 4)為例：

F (3, 3′3′4′, 4) =
1

411!
F (1, 3, 4, 0) · F (1, 3, 4, 0) · F (1, 4, 4, 0) +

1

311!111!
F (1, 3, 3, 1) · F (1, 3, 3, 1) · F (1, 4, 3, 1)

+
1

222!
F (1, 3, 2, 2, 0) · F (1, 3, 2, 2, 0) · F (1, 4, 2, 2, 0)

+
1

211!122!
F (1, 3, 2, 1, 1, 0) · F (1, 3, 2, 1, 1, 0) · F (1, 4, 2, 1, 1, 0)

+
1

144!
F (1, 3, 1, 1, 1, 1, 0) · F (1, 3, 1, 1, 1, 1, 0) · F (1, 4, 1, 1, 1, 1, 0)

=
1

4
· 0 · 0 · 1 + 1

3
· 2 · 2 · 2 + 1

8
· 0 · 0 · 3 + 1

4
· 6 · 6 · 9 + 1

24
· 20 · 20 · 35 = 667

4.5 F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)以及 F (1, n, k)的⽣成函數

在本節中我們將 r元⼀次不定⽅程變成⽣成函數的形式。

定理 4.3. F (1, ni, a1, a2, . . . , ar, 0)的⽣成函數為
r∏

i=1

1

1− xαi

證明. 由上⾯可知 F (1, n, a1, a2, . . . , ar, 0)的值為
r∑

i=1

aixi = n的⾮負整數解，⽽這؆式⼦也可以

理解成有 r堆，每⼀堆可有 0個，ai個，2ai個，. . .，xiai 個，. . .，所以可以表⽰成
(1 + xai + x2ai + · · ·+ xxiai + . . . )，因此如果要求 n個֝׋分 a1同 a2同 . . . ar 同 0分時，只要求

出
r∏

i=1

(1 + xai + x2ai + · · ·+ xxiai + . . . )的 xn項係數，就可以求出 F (1, n, a1, a2, . . . , ar, 0)的⽅

法數。也可將之化簡成下⾯的形式
r∏

i=1

(1 + xai + x2ai + · · ·+ xxiai + . . . ) =
r∏

i=1

1

1− xαi
，得證。

再將上⾯的⽣成函數帶⼊整數分拆公式就可求出 F (1, n, k)的⽣成函數，即是

∑
a1+a2+···+ar=k

1∏k
i=1 i

pipi!

r∏
i=1

1

1− xαi



5 結論

5.1 結論與研究結果

1. 利⽤性質 2.1、2.2、2.3求出 F (m,n, 2)、F (m,n, 3)和 F (m,n, 4)的⼀般式。

2. 使⽤引理 3.1、3.2，定理 3.1、3.2，性質 3.1、3.2發明出同分演算法求出 F (m,n, k)及廣義同
分演算法求出 F (m,n′

1n
′
2 . . . n

′
m, k)。

3. 化簡同分演算法，找出 F (m,n, k)的整數分拆公式及 F (m,n′
1n

′
2 . . . n

′
m, k)的整數分拆公式。

4. 利⽤性質 4.1 r元⼀次不定⽅程
r∑

i=1

aixi = n求 F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)。

5. 利⽤定理 4.3找出 F (1, n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)和 F (1, n, k)的⽣成函數

6. 利⽤ f(m,n, k) = F (m,n, k)− F (m,n, k − 1)求出 f(m,n, k)和 f(m,n′
1n

′
2 . . . n

′
m, k)

5.2 ݂來展望

1. 由於 F (1, n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)可視為 r元不定⽅程
r∑

i=1

aixi = n的⾮負整數解個數，所以

可利⽤同分演算法計算出 r元不定⽅程
r∑

i=1

aixi = n的⾮負整數解個數，嘗試將來能利⽤

r∑
i=1

aixi = n的⾮負整數解個數⼀般式找出 F (m,n, k)的⼀般式。

2. 由於 F (m,n, k)中 F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)的係數為
1∏k

i=1 i
pipi!

> 0且∑
a1+a2+···+ar=k

1∏k
i=1 i

pipi!
= 1，所以可將

1∏k
i=1 i

pipi!
視為 F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)對應

的機率，於是 F (m,n, k)可視為隨機變數 X = F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)的期望值 E(X)，

但 F (m,n, a1, a2, a3, . . . , ar, 0)與
1∏k

i=1 i
pipi!

的對應關係⽬前不清楚，嘗試將來能找出其對

應關係。

3. 我們在網路上找到 F (m, 1, k)的⽣成函數
xk

(1− x)(1− 2x) . . . (1− kx)
，但不清楚它的模型，

希望我們以後可以⽤更直觀的證法去證明，並結合 F (1, n, k)的⽣成函數去作出 F (m,n, k)
的⽣成函數。
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