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費氏數列中每一項除以任意正整數後所得的餘數數列具有許多有趣的性質，

例如：所有餘數數列均有週期性及每個週期循環列皆是由 0 均勻分割，即數列

在固定間隔某幾項後可被正整數整除，由此性質就可進一步計算週期長度。

本作品中我們嘗試將費氏數列中的餘數數列性質推廣到一般高階正整係數齊

次線性遞迴數列的情形。我們發現除了所有餘數數列均為 (前) 週期數列外，每
個週期循環列中的均勻分割的情形變化出二種：由數個 0 均勻分割、數個不全

為 0 均勻分割，進一步則探討上述二種中的區分週期循環列之條件。最後由餘

數數列性質探討出其數列的因倍數定理。

1 前言

1.1 研究目的

1. 探討高階線性遞迴數列中的餘數數列之週期性質。

2. 探討高階線性遞迴數列中係數在何種條件下，其餘數數列中每個週期循環列
會有數個 0 或數個不全為 0 均勻分割，進一步探討出區分條件。

3. 利用餘數數列性質推導出高階線性遞迴數列的因倍數性質。

1.2 名詞定義

定義 1 (k 階正整係數齊次線性遞迴數列，張福春、莊淨惠 [1, 2]). 給定一數列
{a(k)n }，若存在 k (k ≥ 2) 個正整數 c1、c2、· · ·、ck，其中 ck ̸= 0，滿足兩條件：

(i) (初始條件) a(k)1 = 1、a(k)i = 0，其中 i = 0,−1,−2, . . . ,−(k − 2)。
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(ii) (遞迴關係)

a(k)n = c1a(k)n−1 + c2a(k)n−2 + c3a(k)n−3 + · · ·+ ck−1a(k)n−k+1 + cka(k)n−k，n ≥ 2。 (1)

則稱數列 {a(k)n } 為 k 階正整係數齊次線性遞迴數列，Յ文中簡稱 k 階線性遞迴數

列。

定義 2 (k 階餘數數列的週期性質，M.S. Renault [7]、Rogers, N. [8]). 費氏數列
{a(2)n } 中每一項 a(2)n 除以正整數 m 所得到的餘數數列，會有週期性質，參考

㇒ᑁ [7]、[8] 與表 1。稱此餘數數列為週期數列 (period sequence)，其週期記作
π2(m)，表 1 中 π2(2) = 3，π2(3) = 8，π2(4) = 6。۵外表 1 中的 mod3 循環週

期列中可用 0 均勻分割，即循環週期列為 0 1 1 2 0 2 2 1 0，用 0 均勻分割的每

一小段的長度，記作 ℓ2(m)，其段數定義為 s，即 π2(m) = s · ℓ2(m)。表 1 中的
mod3 的情形為 ℓ2(3) = 4、s = 2 ⇒ π2(3) = 2 · 4 = 8。

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
an 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

mod 2 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0

mod 3 0 1 1 2 0 2 2 1 0 1 1 2 0 2 2 1
mod 4 0 1 1 2 3 1 0 1 1 2 3 1 0 1 1 2

表 1：費氏數列的週期性質

本作品將上述週期性質推廣至一般 k 階線性遞迴數列的情形，稱此餘數數列為

k 階餘數數列，記作 {r(k)n }，其數列分為週期數列或前週期數列 (指數列在某幾項
後才出現循環週期列)，其週期記作 πk(m)。特別地，推廣至 k 階的情形，會是由

k − 1 個 0 均勻分割及 k − 1 個不全為 0 (記作 x1、· · ·、xk−1) 均勻分割等二種。由
於初始條件的緣故，能有 k − 1 個 0 均勻分割是很直觀的，參見表 2，但 k − 1 個

不全為 0 均勻分割則是需要深入探討的，參見表 3。此外，我們也關注兩個問題：
如何區分循環週期列的條件及探究出 s 的準確值或範圍。

第一段 r1, r2, …, r16 1 1 2 4 0 6 3 2 4 2 1 0 3 4 0 0

第二段 r17, r18, …, r32 4 4 1 2 0 3 5 1 2 1 4 0 5 2 0 0

第三段 r33, r34, …, r48 2 2 4 1 0 5 6 4 1 4 2 0 6 1 0 0

表 2：{a3
n} : an = an−1 + an−2 + an−3 且 m = 7 (π3(7) = 3 · 16 = 48)
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第一段 r1, r2, …, r12 1 3 14 21 3 6 3 19 10 17 11 0

第二段 r13, r14, …, r24 15 1 12 7 1 2 1 21 18 31 11 0

第三段 r25, r26, …, r36 5 15 4 17 15 8 15 7 6 19 11 0

第四段 r37, r38, …, r48 9 5 16 13 5 10 5 17 2 21 11 0

第五段 r49, r50, …, r60 3 9 20 19 9 18 9 13 8 7 11 0

表 3：{a3
n} : an = 3an−1 + 5an−2 + 8an−3 且 m = 22 (π3(22) = 5 · 12 = 60)

1.3 預備知識

預備定理 1. (二階 Cassini恆等式，Rogers, N. [8]) 對於任意正整數 n，a(2)n−1a(2)n+1 −(
a(2)n

)2
= (−1)ncn−1

2 。

預備定理 2. (k 階 Cassini 恆等式，Rogers, N. [8]) 對於任意正整數 n，∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a(k)n+1 a(k)n a(k)n−1 · · · a(k)n−k+2

a(k)n a(k)n−1 a(k)n−2 · · · a(k)n−k+1

a(k)n−1 a(k)n−2 a(k)n−3
. . . a(k)n−k

...
... · · · . . .

...

a(k)n−k+2 a(k)n−k+1 a(k)n−k · · · a(k)n−2k+3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

 (−1)[k/2]cn−k+1
k ，其中 k 為奇數；

(−1)n−k/2+1cn−k+1
k ，其中 k 為偶數。

預備定理 3. (鴿籠原理，The Pigeonhole Principle，Grimaldi, Ralph P. [5]) 若有
n 個籠ಞ與 n ≥ 1 㢗鴿ಞ，所有鴿ಞ㓃被關在鴿籠⼿，則至റ有一個籠ಞ有至റ 2

㢗鴿ಞ。

預備定理 4. (中國剩餘定理，Hardy, G. H. and Wright, E. M. [6]) 設 m =

m1m2 · · ·mt，其中 m1、m2、· · ·、mt 為兩兩互質，若 b1、b2、· · ·、bt ∈ Z，則方

程組：x ≡ bi(mod mi) 其中 1 ≤ i ≤ t，有共同的整數解 x0，且所有共同的整數解

x 也᝵成一個同餘式為 x ≡ x0 (mod mi)。

預備定理 5. (歐拉-費馬定理，Euler-Fermat Theorem，Hardy, G. H. and Wright,
E. M. [6]) 設 x、m 為正整數且 gcd(x, m) = 1，則 (i) xφ(m) ≡ 1 (mod m)，其中

φ(m) 為歐拉֨數，表⍵不大於 m 且與 m 互質之正整數個數。(ii) 反之，若正整數
s 滿足 xs ≡ 1 (mod m) 且 s 是最小的一個，則 s | φ(m)。

設 m > 1，k、d ∈ N，若 xk ≡ d (mod m) 有解，則稱 d 為模 m 的高次剩餘；

反之，則稱 d 為模 m 的高次非剩餘。
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預備定理 6. (高次剩餘，Courant, R. and Robbins, H. [4]) 設 xk ≡ d (mod m) 有

解，其中 x、m 為正整數且 gcd(x, m) = 1，若正整數 s 滿足 xs ≡ d (mod m) 且 s

是最小的一個，則 s | φ(m)，其中 φ(m) 為歐拉֨數。

2 探討 k 階餘數數列的週期性質

費氏數列具有 a(2)n = a(2)n−1 + a(2)n−2 的特質，因此，若令 r(2)n 為 a(2)n 模 m 後的餘數

(m ∈ N)，則很自然地，我們得到 r(2)n−1 + r(2)n−2 ≡ r(2)n (mod m) 的性質。進一步地，

這種線性關係也能推廣至 k 階的情形。

性質 1： c1r(k)n−1 + c2r(k)n−2 + · · ·+ ckr(k)n−k ≡ r(k)n (mod m)。

證明. 設 a(k)n = qm + r(k)n 、a(k)n−1 = q1m + r(k)n−1、a(k)n−2 = q2m + r(k)n−2、· · ·、a(k)n−k =

qkm + r(k)n−k，其中 q、q1、q2、· · ·、qk ∈ N ∪ {0}，因為 a(k)n = c1a(k)n−1 + c2a(k)n−2 +

c3a(k)n−3 + · · ·+ ck−1a(k)n−k+1 + cka(k)n−k，所以

c1r(k)n−1 + c2r(k)n−2 + c3r(k)n−3 + · · ·+ ckr(k)n−k

= c1(a(k)n−1 − q1m) + c2(a(k)n−2 − q2m) + c3(a(k)n−3 − q3m) + · · ·+ ck(a(k)n−k − qkm)

= a(k)n − m(c1q1 + c2q2 + · · ·+ ckqk) 。

因此，c1r(k)n−1 + c2r(k)n−2 + · · ·+ ckr(k)n−k ≡ r(k)n (mod m)。

定理 1： (i) 當 gcd(ck, m) = 1 時，k 階餘數數列為週期數列。

(ii) 當 gcd(ck, m) ̸= 1 時，k 階餘數數列為週期數列或前週期數列。

證明. 由於 r(k)n ∈ {0, 1, 2, . . . , m − 1}，可令 (r(k)i , r(k)i+1, . . . , r(k)i+k−1) 為 k 階餘數數

列中相鄰 k 個項的數對，其中 r(k)i , r(k)i+1, . . . , r(k)i+k−1 ∈ {0, 1, 2, . . . , m − 1}，則數對
(r(k)i , r(k)i+1, . . . , r(k)i+k−1) 至多可組出 mk 種的變化。再由預備定理 3 (鴿籠原理) 知當
k 階餘數數列出現在 mk + k 項後時，必存在 mk < j ≤ mk + k 使得 r(k)i = r(k)j ，又

由於是 k 階餘數數列，故數對 (r(k)i , r(k)i+1, . . . , r(k)i+k−1) = (r(k)j , r(k)j+1, . . . , r(k)j+k−1)。又

由性質 1 知 c1r(k)n−1 + c2r(k)n−2 + · · ·+ ckr(k)n−k ≡ r(k)n (mod m)，得到 r(k)i 、r(k)i+1、. . .、

r(k)i+k−1 · · · 與 r(k)j 、r(k)j+1、. . .、r(k)j+k−1 完全相同，即 k 階餘數數列從第 i 項後開始出

現循環數列。

接著證明從第 1 項後開始出現週期循環列的條件。用矩陣來描述 k 階線性遞迴
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數列為

存在 k 階矩陣 P =



c1 c2 · · · · · · ck

1 0 · · · · · · 0

0 1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0

0 · · · 0 1 0


且 Xn−1 =



a(k)n−1

a(k)n−2

a(k)n−3
...

a(k)n−k


滿足 PXn−1 = Xn。

由於 k 階餘數數列從第 i 項後開始出現週期循環列且 a(k)1 = 1，a(k)i = 0，對於

−(k − 2) ≤ i ≤ 0，則

(i) 當 gcd(ck, m) = 1 時，det(P) =

 ck，其中 k 為奇數

−ck，其中 k 為偶數
̸≡ 0 (mod m)，推

得矩陣 P 為可逆矩陣，即存在 ℓ ∈ N，使得

Pℓ
[
1 0 · · · 0

]T
=

[
1 0 · · · 0

]T
，

此時數列從第 1 項後開始出現週期循環列。因此，當 gcd(ck, m) = 1 時，k 階

餘數數列為週期數列。

(ii) 當 gcd(ck, m) ̸= 1 時，det(P) ≡ 0 (mod m) 或 det(P) ̸≡ 0 (mod m)，所以有

些數列從第 1 項後開始出現週期循環列，也有從某幾項後才開始出現週期循

環列，所以 k 階餘數數列可能會為週期數列或前週期數列。

3 由 k − 1 個 0 均勻分割來區分循環週期列

3.1 gcd(c2, m) = 1

若考慮從第 1 項後開始出現由 k − 1 個 0 均勻分割的週期循環列，由於初始條件為

k − 1 個 0 及 a1 = 1，則由定理 1 知滿足條件為 gcd(ck, m) = 1，證明參見性質 2。

性質 2： 設 gcd(ck, m) = 1，則 k 階餘數數列中的每個週期循環列中會是由 k − 1

個 0 均勻分割。

證明. 考慮在 (r(k)1 , r(k)mk+k) 中重複的相鄰 k 項為 r(k)i = r(k)j ，r(k)i+1 = r(k)j+1，r(k)i+2 =

r(k)j+2，· · ·，r(k)i+k+1 = r(k)j+k+1。由性質 1 知 c1r(k)j−i+k−1 + c2r(k)j−i+k−2 + · · ·+ ckr(k)j−i ≡
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r(k)j−i+k (mod m)，故

ckr(k)j−i ≡ r(k)j−i+k − c1r(k)j−i+k−1 − c2r(k)j−i+k−2 − · · · − ck−1r(k)j−i+1 (mod m)

≡ r(k)k − c1r(k)k−1 − c2r(k)k−2 − · · · − ck−1r(k)1 ≡ 0 (mod m)
(2)

當 ck = 1 時，(2) 式為 r(k)j−i ≡ 0 (mod m)。事實上，當 gcd(ck, m) = 1 時，(2) 式

同樣地可得到 r(k)j−i ≡ 0 (mod m)。又 {r(k)n } 為 k 階週期數列且循環必由 0 均勻分

割，所以 0 的出現的模式為是 k − 1 個，因此，每個週期循環列中會是由 k − 1 個

0 均勻分割。

底下所有性質與定理中符號 [[x]] 是指 x 模 m 後的餘數。

性質 3： 設 gcd(ck, m) = 1，若 2 階餘數數列中的週期循環列是由 0 均勻分割且

r(2)i 為第 i 次由 0 均勻分割的 0 之前一項 (1 ≤ s ≤ s − 1)，則

(i) 當 c2 = 1 時，r(2)i+j ≡
[[

r(2)j r(2)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。

(ii) 當 c2 ̸= 1 時，r(2)i+j ≡
[[

c2r(2)j r(2)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。

證明. 注意到當 gcd(c2, m) = 1 時，有分 c2 = 1 或 c2 ̸= 1 的情形。

(i) 令 c2 = 1，由於 a(2)i−1 = mq1 + r(2)i−1，a(2)i = mq2 (q1、q2 ∈ N ∪ {0})，則給定
一個正整數 j，

a(2)i+1 = c1mq2 + (mq1 + r(2)i−1) = a(2)2 · mq2 + a(2)1 (mq1 + r(2)i−1)

a(2)i+2 = c1[c1mq2 + (mq1 + r(2)i−1)] + mq2 = c1(mq1 + r(2)i−1) + (1 + c2)mq2

= a(2)2 · (mq1 + r(2)i−1) + a(2)3 · mq2

a(2)i+3 = (1 + c2
1)(mq1 + r(2)i−1) + (c3

1 + 2c1)(mq2) = a(2)3 · (mq1 + r(2)i−1) + a(2)4 · mq2

...

a(2)i+j = a(2)j · (mq1 + r(2)i−1) + a(2)j+1 · mq2，j ∈ N。 (3)

兩邊模 m 得到，r(2)i+j =
[[

r(2)j r(2)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N，以 {a(2)n }：a(2)n =

2a(2)n−1 + a(2)n−2 且模 13 為例：
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第 1 段 r(2)j r(2)1 = 1 r(2)2 = 2 r(2)3 = 5 r(2)4 = 12 r(2)5 = 3 r(2)6 = 5 r(2)7 = 0

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

第 2 段
[[

r(2)j r(2)6

]]
mod 13

5 10 [[25]] 8 2 12 0

第 3 段
[[

r(2)j (r(2)6 )2
]]

mod 13
[[25]] 11 8 1 10 8 0

故 r(2)i+j =
[[

rj
(2)r(2)i−1

]]
(mod m)，其中

[[
rj
(2)r(2)i−1

]]
為 rj

(2)r(2)i−1 模 m 後的餘數

且 1 ≤ i ≤ s − 1，j ∈ N。

(ii) 仿照 (i) 來證明，(3) 式改為

a(2)i+j = c2a(2)j · (mq1 + r(2)i−1) + a(2)j+1 · mq2，j ∈ N。 (4)

兩邊模 m 得到 r(2)i+j =
[[

c2r(2)j r(2)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N ，且

[[
c2r(2)j r(2)i−1

]]
為 c2r(2)j r(2)i−1 模 m 後的餘數且 1 ≤ i ≤ s − 1，j ∈ N。以 {a(2)n }：a(2)n =

a(2)n−1 + 2a(2)n−2 且模 11 為例：

第 1 段 r(2)j r(2)1 = 1 r(2)2 = 1 r(2)3 = 3 r(2)4 = 5 r(2)5 = 0

c2r(2)j r(2)4 10 10 30 50 0

第 2 段
[[

c2r(2)j r(2)4

]]
mod 11

10 10 8 6 0

為了方便，定義 r(2)α+1 為 2 階餘數數列中的第 1 段週期循環列由 0 均勻分割的 0

之位置，其中 α = ℓ2(m)− 1。

定理 2： 設 gcd(c2, m) = 1，則

(i) 當 c2 ̸= 1 時，
[[
(rα + 1(2))2

]]
≡

[[
cα−1

2

]]
(mod m) 或

[[
(rα + 1(2))4

]]
≡

c2α−2
2 (mod m)。

(ii) 當 c2 = 1 時，
[[
(rα + 1(2))2

]]
≡ 1 (mod m) 或

[[
(rα + 1(2))4

]]
≡ 1 (mod m)。

證明. (i) 令 ℓ2(m) = 1，則由性質 2 及定義 2 知每個週期循環列中由 0 均勻分割

的第一段為

1, r(2)2 = {c1}, r(2)3 , r(2)4 , r(2)5 , · · · , r(2)α , 0；
第二段為 [[

c2r(2)1 r(2)α

]]
,
[[

c2r(2)2 r(2)α

]]
,
[[

c2r(2)3

]]
, · · · ,

[[
c2(r

(2)
α )2

]]
, 0；
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第三段為[[
c2

2(r
(2)
α )2

]]
,
[[

c2
2r(2)2 (r(2)α )2

]]
,
[[

c2
2r(2)3 (r(2)α )2

]]
, · · · ,

[[
c2

2(r
(2)
α )3

]]
, 0；

以此類推得第 s 段為[[
cs−1

2 (r(2)α )s−1
]]

,
[[

cs−1
2 r(2)2 (r(2)α )s−1

]]
, · · · ,

[[
cs−1

2 (r(2)α )s
]]

, 0。

得到

r(2)α+1 = 0，r(2)s(α+1)−1 =
[[

cs−1
2 (r(2)α )s

]]
，r(2)s(α+1)+1 =

[[
cs

2(r
(2)
α )s

]]
。

又由二階 Cassini 恆等式知 a(2)α−1a(2)α+1 − (a(2)α )2 = (−1)αcα−1
2 ，兩邊模 m 可以

得到
[[
(r(2)α+1)

2
]]
≡ ±

[[
cα−1

2

]]
(mod m)。即

[[
(r(2)α+1)

2
]]
≡

[[
cα−1

2

]]
(mod m) 或

[[
(r(2)α+1)

4
]]
≡

[[
c2α−2

2

]]
(mod m)。 (5)

(ii) 仿照 (i) 來證明，(5) 式改為
[[
(r(2)α )2

]]
≡ ±1 (mod m)，因此，

[[
(r(2)α+1)

2
]]
≡ 1 (mod m) 或

[[
(r(2)α+1)

4
]]
≡ 1 (mod m)。 (6)

定理 3： 設 gcd(c2, m) = 1，c2 ̸= 1，若 s 為 2 階餘數數列中的週期循環列由 0 均
勻分割之段數，則 π2(m) = s · ℓ2(m)，其中 s | φ(m)。

證明. 由定理 2 中知每個週期循環列中每段以 0 均勻分割位置的前一項依序分別為
r(2)α 、c2(r

(2)
α )2、c2

2(r
(2)
α )3、· · ·、cs−1

2 (r(2)α )s。因為 gcd(r2, m) = 1 且 gcd(c2, m) =

1，由鴿籠原理與高次剩餘知 (5)式必有解且循環，以 {a(2)n }：a(2)n = 3a(2)n−1 + 2a(2)n−2

為例參見表 4。由於要滿足 r(2)α → c2(r
(2)
α )2 → c2

2(r
(2)
α )3 → · · · → cs−1

2 (r(2)α )s，又回

到 r(2)α ，由高次剩餘知 s | φ(m)，因此，π2(m) = s · ℓ2(m)，其中 s | φ(m)。

m
t t = 1 r(2)α → c2(r

(2)
α )2 → c2

2(r
(2)
α )3 → · · · → cs−1

2 (r(2)α )s s

5 (α = 5) 42 ≡ 24 (mod 5) 4 → 2 → 1 → 3 4
9 (α = 5) 42 ≡ 24 (mod 9) 4 → 5 2
13 (α = 3) 112 ≡ 22 (mod 13) 11 → 8 → 7 3

表 4：二階線性遞迴數列 {a(2)n }：a(2)n = 3a(2)n−1 + 2a(2)n−2 為例

例如 1：表 4 中 m = 9 (s = 2)，s | φ(9) ⇒ s | 9(1 − 1/3) ⇒ s | 6。

例如 2：表 4 中 m = 13 (s = 3)，s | (m − 1) ⇒ s | 12。
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定理 4： 設 gcd(c2, m) = 1，c2 = 1，若 s 為 2 階餘數數列中的週期循環列由 0 均
勻分割之段數，則 π2(m) = s · ℓ2(m)，其中 s = 1, 2, 4，且

s =


1，其中 r(2)α = 1；

2，其中 r(2)α = m − 1；

4，其餘 r(2)α 要滿足(r(2)α )2 ≡ −1 (mod m)。

證明. 由定理 3 知[[
(r(2)α+1)

2
]]
≡ 1 (mod m) 或

[[
(r(2)α+1)

4
]]
≡ 1 (mod m)。 (6)

又
[[
(r(2)α )s

]]
≡ 1 (mod m) 且 gcd(r(2)α , m) = 1，則由歐拉-費馬定理知 s | 2 或

s | 4。因此，s = 1, 2, 4。因為 r(2)α = 0, 1, . . . , m − 1，顯然 r(2)α = 0 不滿足 (6) 式，
且 r(2)α = 1 必滿足 (6) 式，即 s = 1；當 r(2)α = m − 1 時，(m − 1)2 ≡ 1 (mod m)

滿足 (6) 式，所以 s = 2；當 r(2)α = i (i = 2, 3, . . . , m − 2) 時，i2 ≡ −1 (mod m) 滿

足 (6) 式，所以 s = 4。因此得證。

3.2 gcd(ck, m) = 1

接著將定理 3、4 中每個週期循環列性質推廣到 gcd(ck, m) = 1 的情形。

性質 4： 設 gcd(ck, m) = 1，若 k 階餘數數列中的週期循環列是由 0 均勻分割且
r(k)i 為第 i 次由 k − 1 均勻分割的第一個出現 0 之前一項 (1 ≤ i ≤ s − 1)，則

(i) 當 ck = 1 時，r(k)i+j+k−2 ≡
[[

r(k)j r(k)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。

(ii) 當 ck ̸= 1 時，r(k)i+j+k−2 ≡
[[

ckr(k)j r(k)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。

證明. (i) 仿造性質 3 來證明，即將 (3) 式改為

a(k)i+j+k−2 = a(2)j+1 · mqk +
k−1

∑
ℓ1=2

[
cℓ1

ℓ1

∑
ℓ2=2

a(k)j−ℓ1+ℓ2
· mqk+1−ℓ2

]

+
k−2

∑
ℓ=1

a(k)j−ℓ · mqℓ+1 + a(k)j (mq1 + r(k)i−1)，

其中 j ∈ N，q1、· · ·、qk ∈ N，兩邊模 m可以得到 r(k)i+j+k−2 ≡
[[

r(k)j r(k)i−1

]]
(mod m)，

其中
[[

r(k)j r(k)i−1

]]
為 r(k)j r(k)i−1 模 m 後得到的餘數且 1 ≤ i ≤ s − 1，j ∈ N。以

{a(3)n }：a(3)n = 2a(3)n−1 + a(3)n−2 + a(3)n−3 模 7 為例：
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第 1 段 r(k)j 1 2 5 6 5 0 4 6 2 0 1 4 2 2 3 3 4 0 0

r(k)j r(k)17 4 8 20 24 20 0 16 24 8 0 4 16 8 8 12 12 16 0 0

第 2 段
[[

r(k)j r(k)17

]]
mod 7

4 1 6 3 6 0 2 3 1 0 4 2 1 1 5 5 2 0 0

(ii) 仿照性質 3 來證明，即 (4) 式改為

a(k)i+j+k−2 = a(k)j+1 · mqk +
k−1

∑
ℓ1=2

[
cℓ11

ℓ1

∑
ℓ2=2

a(k)j−ℓ1+ℓ+2 · mqk+1−ℓ2

]

+ ck

k−2

∑
ℓ=1

a(k)j−ℓ · mqℓ+1 + cka(k)j (mq1 + r(k)i−1)。

兩邊模 m 得到 r(k)i+j+k−2 ≡
[[

ckr(k)j r(k)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。

為了方便，定義 r(k)α 、r(k)α+1、· · ·、r(k)α+k−1 為 k 階餘數數列中的第 1 段週期循環

列由 k − 1 個 0 均勻分割的 0 之位置，其中 α = ℓk(m)− k + 1。

定理 5： 設 gcd(ck, m) = 1，則

(i) 當 ck ̸= 1 時，
[[
(r(k)α )k

]]
≡

 cα−1
k (mod m) ，其中 k 為奇數；

±cα−1
k (mod m) ，其中 k 為偶數。

(ii) 當 ck = 1 時，
[[
(r(k)α )k

]]
≡

 1 (mod m) ，其中 k 為奇數；

±1 (mod m) ，其中 k 為偶數。

證明. (i) 仿照定理 2 證明。由性質 2 及定義 2 知每個週期循環列中由個分割的
第一段為

1, r(k)2 , r(k)3 , r(k)4 , . . . , r(k)α , 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1 個

，

第二段為 [[
ckr(k)1 r(k)α

]]
,
[[

ckr(k)2 r(k)α

]]
, . . . ,

[[
ck(r

(k)
α )2

]]
, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k−1 個

，

第三段為 [[
c2

k(r
(k)
α )2

]]
,
[[

c2
kr(k)2 (r(k)α )2

]]
, . . . ,

[[
c2

k(r
(k)
α )3

]]
, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k−1 個

，

以此類推得第 s 段為[[
cs−1

k (r(k)α )s−1
]]

,
[[

cs−1
k r(k)2 (r(k)α )s−1

]]
, . . . ,

[[
cs−1

k (r(k)α )s
]]

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1 個

。
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可知 r(k)α =
[[

r(k)α

]]
，rα + 1(k) = · · · = r(k)α+k−1 = 0。

由 k 階 Cassini 恆等式知∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a(k)α+k−1 a(k)α+k−2 a(k)α+k−3 · · · a(k)α

a(k)α+k−2 a(k)α+k−3 a(k)α+k−4 · · · a(k)α−1

a(k)α+k−3 a(k)α+k−4 a(k)α+k−5
. . . a(k)α−2

...
... · · · . . .

...

a(k)α a(k)α−1 a(k)α−2 · · · a(k)α−k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=


(−1)[k/2]cα−1

k ，

其中 k 為奇數；

(−1)α+k+k/2−1cα−1
k ，

其中 k 為偶數。

兩邊模 m 得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 · · · r(k)α

0 0 0 · · · r(k)α−1
...

...
... . . . r(k)α−2

0 0 · · · . . .
...

r(k)α r(k)α−1 r(k)α−2 · · · r(k)α−k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=


(−1)[k/2]cα−1

k (mod m)，

其中 k 為奇數；

(−1)α+k+k/2−1cα−1
k (mod m)，

其中 k 為偶數。

因此， [[
(r(k)α )k

]]
≡

 cα−1
k (mod m)，其中 k 為奇數；

±cα−1
k (mod m)，其中 k 為偶數。

(7)

(ii) 因為 ck = 1，所以 (7) 式改為[[
(r(k)α )k

]]
≡

 1 (mod m)，其中 k 為奇數；

±1 (mod m)，其中 k 為偶數。
(8)

定理 6： 設 gcd(ck, m) = 1，ck ̸= 1，若 s 為 k 階餘數數列中的週期循環列由 k − 1

個 0 均勻分割之段數，則 πk(m) = s · ℓk(m)，其中 s | φ(m)。

證明. 仿照定理 3 證明。由定理 5 知每個週期循環列中由 k − 1 個 0 的每段以
0 分割位置的前一項依序分別為 r(k)α 、ck(r

(k)
α )2、c2

k(r
(k)
α )3、· · ·、cs−1

k (r(k)α )s。因為

gcd(r(k)α , m) = 1且 gcd(ck, m) = 1，由鴿籠原理與高次剩餘知 (7)式必有解且循環，
又要滿足循環長度 r(k)α → ck(r

(k)
α )2 → c2

k(r
(k)
α )3 → · · · → cs−1

k (r(k)α )s，回到 r(k)α ，由

高次剩餘知 s | φ(m)，因此，πk(m) = s · ℓk(m) 其中 s | φ(m)。

定理 7： 設 gcd(ck, m) = 1，ck = 1，若 s 為 k 階餘數數列中的週期循環列由 k − 1

個 0 均勻分割之段數，則
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(i) 當 k 為奇數時，πk(m) = s · ℓk(m) 其中 s | k。

(ii) 當 k 為偶數時，πk(m) = s · ℓk(m) 其中 s | 2k。

證明. (i) 當 k 為奇數時，(8) 式為
[[
(r(k)α )k

]]
≡ 1 (mod m)，其中 gcd(r(k)α , m) =

1。顯然 r(k)α = 0 不滿足
[[
(r(k)α )k

]]
≡ 1 (mod m)，r(k)α 可能的值為 1、· · ·、

m − 1。由歐拉-費馬定理且
[[
(r(k)α )s

]]
≡ 1 (mod m)，得到 s | k。例如：若

k = 9，s | 9，則 s = 1, 3, 9。

(ii) 當 k為奇數時，(8)式為
[[
(r(k)α )k

]]
≡ ±1 (mod m)，即

[[
(r(k)α )k

]]
≡ 1 (mod m)

或
[[
(r(k)α )2k

]]
≡ 1 (mod m)。由歐拉-費馬定理知 gcd(r(k)α , m) = 1。顯然

r(k)α = 0 不滿足
[[
(r(k)α )k

]]
≡ 1 (mod m) 或

[[
(r(k)α )2k

]]
≡ 1 (mod m)，r(k)α 可

能的值為 1、· · ·、m − 1。又
[[
(r(k)α )s

]]
≡ 1 (mod m) 得到 s | k 或 s | 2k。因

此若 k 為偶數，πk(m) = s · ℓk(m)，其中 s | 2k。

以 k = 6 為例，s | 2k ⇒ s | 12，所以 s = 1, 2, 3, 4, 6, 12。又 r(k)α =

0, 1, 2, . . . , m − 1。當 r(k)α = 0 不滿足 (8) 式。當 r(k)α = 1 必滿足 (8) 式，
即 s = 1；當 r(k)α = m − 1 時，(m − 1)2 ≡ 1 (mod m) 滿足 (8) 式，所以
s = 2；當 r(k)α = i (i = 2, . . . , m − 2) 時，i3 ≡ 1 (mod m) 滿足 (8) 式，即
s = 3。當 r(k)α = i (i = 2, . . . , m − 2) 時，i2 ≡ −1 (mod m) 滿足 (8) 式，即
s = 4。當 r(k)α = i (i = 2, . . . , m − 2) 時，i3 ≡ −1 (mod m) 滿足 (8) 式，即
s = 6。當 r(k)α = i (i = 2, . . . , m − 2) 時，i6 ≡ −1 (mod m) 滿足 (8) 式，即
s = 12。

因此，若 k = 6 為偶數，πk(m) = s · ℓk(m)，其中 s = 1, 2, 3, 4, 6, 12。

3.3 gcd(ck, m) ̸= 1

除了 gcd(ck, m) = 1 是每個週期循環列是由 k − 1 個 0 均勻分割的情形，係數在哪

些條件下也是由 k − 1 個 0 均勻分割的情形呢？

定理 8： 設 gcd(ck, m) ̸= 1 且 gcd(c1, c2, . . . , ck, m) = d，c′k = ck/d，m′ = m/d，

則
(i) 當 gcd(c′k, m′) = 1 時，k 階餘數數列是前週期數列且每個週期循環列中會是

由 k − 1 個 0 均勻分割。
(ii) 當 gcd(c′k, m′) ̸= 1 時，每個週期循環列中會有由 k − 1 個 0 均勻分割。

證明. (i) 由定理 1 知當 gcd(ck, m) ̸= 1 時，k 階餘數數列可能會為週期數列或前

週期數列。得到若 gcd(c1, c2, . . . , ck, m) = d ̸= 1，c′k = ck/d，m′ = m/d，當

gcd(c′k, m′) = 1，則 k 階餘數數列為前週期數列。
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以 {a(2)n }：a(2)n = 2a(2)n−1 + 6a(2)n−2 且 m = 10 為例，此餘數數列為前週期數列。

考慮 c′2 = 6/2 = 3，m′ = 10/2 = 5，但 gcd(c′k, m′) = 1 且 m′ = 5，對應

{a(2)n }：a(2)n = 1a(2)n−1 + 3a(2)n−2：

a(2)n = 2a(2)n−1 + 6a(2)n−2 ： 1, 2, 0 , 2, 4, 0, 4, 8, 0, 8, 6, 0, 6, 2, 0

a(2)n = 1a(2)n−1 + 3a(2)n−2 ：1, 1, 4, 2, 4, 0, 2, 2, 3, 4, 3, 0, 4, 4, 1, 3, 1, 0, 3, 3, 2, 1, 2, 0

由上述兩個餘數數列共同性質為保持由 0 均勻分割且 s = 4 是相同的。

以 a(2)n = 2a(2)n−1 + 6a(2)n−2 且 m = 8 為例，此餘數數列為前週期數列。考慮

c′2 = 6/2 = 3，m′ = 8/2 = 4，但 gcd(c′k, m′) = 1 且 m′ = 4，對應新數列

{a(2)n }：a(2)n = 1a(2)n−1 + 3a(2)n−2：

a(2)n = 2a(2)n−1 + 6a(2)n−2 ： 1, 2, 2, 0, 4 , 0, 0, 0 · · ·

a(2)n = 1a(2)n−1 + 3a(2)n−2 ：1, 1, 0, 3, 3, 0

由上述兩個餘數數列共同性質為保持由 0 均勻分割，特別是 m = 8 時，由 0
均勻分割的退化情形 – 在某項後皆為 0。現在證明為何是由 0 均勻分割呢？

當 gcd(ck, m) ̸= 1時，(2)式簡化為 rj−1 ≡ 0 (mod m/ck)，又 gcd(c1, c2, . . . , ck, m) =

d ⇒ d | ck，得到 rj−1 ≡ 0 (mod m/d)，令 c′k = ck/d，m′ = m/d 且

gcd(c′k, m′) = 1，則由性質 2 知每個週期循環列中會是由 k − 1 個 0 均勻
分割。

(ii) 當 gcd(c′k, m′) ̸= 1 時，k 階餘數數列也是前週期數列，同時每個週期循環列

中會有由 k − 1 個 0 均勻分割。

以 {a(2)n }：a(2)n = 2a(2)n−1 + 4a(2)n−2 且 m = 24 為例，此餘數數列為前週期數

列。考慮 c′2 = 2，m′ = 12 但 gcd(c′k, m′) = 2 ̸= 1 且 m′ = 12，對應新數列

{a(2)n }：a(2)n = 1a(2)n−1 + 2a(2)n−2：

a(2)n = 2a(2)n−1 + 4a(2)n−2 ： 1, 2, 8, 0 , 8, 16, 16, 0, 16, 8, 8, 0

a(2)n = 1a(2)n−1 + 2a(2)n−2 ： 1, 2, 8, 0 , 8, 4, 4, 0, 4, 8, 8, 0

上述兩個餘數數列共同性質為保持由 0 均勻分割且 s = 2 是相同的，皆是前週

期數列。

3.4 退化情形：在某項後皆為 0

在 gcd(ckm) = 1 條件下，每個週期循環列中僅有由 k − 1 個 0 均勻分割，事實
上，k 階餘數數列在某項後均為 0 可說是由 k − 1 個 0 均勻分割的退化情形。而區
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分 k 階餘數數列每個週期循環列中僅有由 k − 1 個 0 均勻分割的條件共有 2 種：

gcd(ck, m) = 1 以及 gcd(ck, m) ̸= 1， gcd(c1, c2, . . . , ck, m) ̸= 1。k 階餘數數列在某

項後均為 0 理當區分條件是 2 種，但考慮初始條件中 a1 = 1，所以在某項後均為 0
的 k 階餘數數列必為前週期數列，故 gcd(ck, m) = 1 的情形不會發生，因此，區分

條件僅有 1 種：gcd(ck, m) ̸= 1，gcd(c1, c2, . . . , ck, m) ̸= 1。

定理 9： 設 gcd(ck, m) ̸= 1 且 gcd(c1, . . . , ck) = ℓ，m = ℓt (t ∈ N)，則 k 階餘數

數列在某項後均為 0。

證明. 令 c1 = ℓq1，c2 = ℓq2，· · ·，ck = ℓqk，其中 gcd(c1, c2, . . . , ck) = ℓ，q1、

q2、· · ·、qk ∈ N，gcd(q1, . . . , qk) = 1，則

a(k)n = ℓ(c′1a(k)n−1 + c′2a(k)n−2 + · · ·+ c′ka(k)n−k)

a(k)n+k = ℓ2(c′1a(k)n+k−1 + c′2a(k)n+k−2 + · · ·+ c′ka(k)n )

...

a(k)n+(t−1)k = ℓt(c′1a(k)n+(t−1)k−1 + c′2a(k)n+(t−1)k−2 + · · ·+ c′ka(k)n+(t−2)k)

其中 c′1 = c1/ℓ，c′2 = c2/ℓ，· · ·，c′k = ck/ℓ。推知存在 t ∈ N，使得 a(k)n+(t−1)k ≡
0 (mod m = ℓt)，因此，k 階餘數數列在某項後均為 0。

(a) gcd(c′k, m′) = 1：以三階線性遞迴數列 {a(3)n }：a(3)n = 2a(3)n−1 + 4a(3)n−2 + 2a(3)n−3

且 m = 8 為例：

1, 2, 0, 2, 0, 0, 4, 0, 0, . . . , 0, 0，k 階餘數數列在第 8 項後均為 0。

(b) gcd(c′k, m′) ̸= 1：以二階線性遞迴數列 {a(2)n }：a(2)n = 4a(2)n−1 + 8a(2)n−2 且 m = 16

為例：

1, 4, 8, 0, 0, . . . , 0, 0，k 階餘數數列在第 4 項後均為 0。

4 由 k − 1 個不全為 0 均勻分割來區分循環週期列

4.1 由 k − 1 個 0 均勻分割與由 k 個不全為 0 均勻分割的關連性

我們已探討每個週期循環列中會有由 k − 1 個 0 均勻分割，事實上，也會有由 k − 1

個不全為 0 均勻分割。觀察數列 {a(3)n }：a(3)n = 3a(3)n−1 + 5a(3)n−2 + 8a(3)n−3 且 m = 22
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中的 3 階餘數數列為

1, 3, 14, 21, 3, 6, 3, 19, 10, 17, 11, 0, 15, 1, 12, 7, 1, 2, 1, 21, 18, 13, 11, 0,

5, 15, 4, 17, 15, 8, 15, 7, 6, 19, 11, 0, 9, 5, 16, 13, 5, 10, 5, 17, 2, 21, 11, 0,

3, 9, 20, 19, 9, 18, 9, 13, 8, 7, 11, 0

可見 3 階餘數數列是由 2 個不全為 0 均勻分割，其中 2 個不全為 0 為 11,0 。

r(3)1 r(3)2 r(3)3 r(3)4 r(3)5 r(3)6 r(3)7 r(3)8 r(3)9 r(3)10 r(3)11 r(3)12

m = 2 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0
m = 11 1 3 3 10 3 6 3 8 10 6 0 0
m = 22 1 3 14 21 3 6 3 19 10 17 11 0

表 5：三階線性遞迴數列 {a(3)n }：a(3)n = 3a(3)n−1 + 5a(3)n−2 + 8a(3)n−3 為例

由於 m = 2 × 11，所以考慮 m = 2 及 m = 11 的第 1 段的週期循環列，參見
表 5。因為 gcd(c2, m) = 1，則當 m = 2 及 m = 11 時，每個週期循環列中會是由

k − 1 個 0 均勻分割。

考慮 r(3)11 與 r(3)12 的線性同餘方程組為 r(3)11 ≡ 1 (mod 2)

r(3)11 ≡ 0 (mod 11)
且

 r(3)12 ≡ 0 (mod 2)

r(3)12 ≡ 0 (mod 11)
，

則由中國剩餘定理知 r(3)11 ≡ 11 (mod 22) (餘數不為零)及 r(3)12 ≡ 0 (mod 22) (餘
數為零)，因此，是由 2 個不全為 0 均勻分割。
同樣地，定義由 k − 1個不全為 0均勻分割的週期記作 πk(m)，其循環週期列中

可由 k − 1 個不全為 0 均勻分割再細分，每一小段的長度記作 ℓk(m)，其中段數記

作 s，即 πk(m) = s · ℓk(m)。表 5 中 s = 5，ℓ3(22) = 12 ⇒ π3(22) = 5 · 12 = 60。

4.2 gcd(ck, m) ̸= 1，gcd(c1, c2, . . . , ck, m) = 1

由定理 1 知當 gcd(ck, m) ̸= 1 時，k 階餘數數列可能會為週期數列或前週期數列。

當 gcd(ck, m) ̸= 1，gcd(c1, c2, . . . , ckm) = 1 時，k 階餘數數列會是週期數列或前週

期數列。

(a) 以 {a(2)n }：a(2)n = 4a(2)n−1 + 3a(2)n−2 且 m = 21 為例：

1, 4, 19, 4, 10, 10, 7, 16, 1, 10, 1, 13, 13, 7, 4, 16, 13, 16, 19, 19, 7

此餘數數列為週期數列，是由 7 均勻分割。

(b) 以 {a(2)n }：a(2)n = 4a(2)n−1 + 3a(2)n−2 且 m = 18 為例：
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1, 4, 1, 16, 13, 10, 7 , 4, 1, 16, 13, 10, 7，

此餘數數列為前週期數列，每個週期循環列中在第八項後是由 7 均勻分割。

性質 5： 設 gcd(ck, m) ̸= 1，則

(i) 當 gcd(c1, c2, . . . , ck, m) = 1 時，k 階餘數數列中的每個週期循環列中會是由

k − 1 個不全為 0 均勻分割。
(ii) 當 gcd(c1, c2, . . . , ck, m) = d，c′k = ck/d，m′ = m/d 且 gcd(c′k, m′) ̸= 1 時，

每個週期循環列中會有由 k − 1 個不全為 0 均勻分割。

證明. 考慮在 (r(k)1 , r(k)mk+k) 中重複的相鄰 k 項為 r(k)i = r(k)j ，r(k)i+1 = r(k)j+1，r(k)i+2 =

r(k)j+2，· · ·，r(k)i+k−1 = r(k)j+k−1。仿照性質 2 類推知

ckr(k)j−i ≡ r(k)j−i+k − c1r(k)j−i+k−1 − c2r(k)j−i+k−2 − · · · − ck−1r(k)j−i+1 (mod m)

≡ r(k)k − c1r(k)k−1 − c2r(k)k−2 − · · · − ck−1r(k)1 ≡ 0 (mod m)
(2)

(i) 若 gcd(c1, c2, . . . , ck, m) = 1 但 gcd(ck, m) ̸= 1，可令 gcd(ck, m) = d，由同餘

性質知 (2) 式為 r(k)j−1 ≡ 0 (mod m/ck)，所以 r(k)j−1 為非負整數，但 {r(k)n } 為 k

階週期數列，故每個週期循環列是 k − 1 個不全為 0 的出現模式，因此，每個
週期循環列中是由 k − 1 個不全為 0 均勻分割。

(ii) 當 gcd(c′k, m′) ̸= 1 時，k 階餘數數列必為前週期數列，同時每個週期循環

列中會有由 k − 1 個不全為 0 均勻分割。以 {a(2)n }：a(2)n = 8a(2)n−1 + 12a(2)n−2

且 m = 18 為例，此餘數數列為前週期數列。考慮 c′2 = 6，m′ = 9 但

gcd(c′k, m′) = 3 ̸= 1 且 m′ = 9，對應新數列 {a(2)n }：a(2)n = 4a(2)n−1 + 6a(2)n−2：

{a(2)n }：a(2)n = 8a(2)n−1 + 12a(2)n−2 ： 1,8,4,2,14,16 , 8, 4, 2, 10, 14, 16

{a(2)n }：a(2)n = 4a(2)n−1 + 6a(2)n−2 ： 1 , 4, 4, 4, . . . , 4

上述兩個餘數數列共同性質為保持由 1 個不全為 0 均勻分割，皆是前週期數
列。

為了方便，將由 k − 1 個 0 均勻分割記作為 x1、x2、· · ·、rk−1。

性質 6： 設 gcd(c2, m) ̸= 1，若 2 階餘數數列中的週期循環列中由 xi 均勻分

割且 r(2)i 為第 i 次由 x1 均勻分割的 x1 之前一項 (1 ≤ i ≤ s − 1)，則 r(2)i+j ≡[[
r(2)j+1x1 + c2r(2)j r(2)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。
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證明. 令 a(2)i−1 = mq1 + r(2)i−1，a(2)i = mq2 + x1 (q1、q2 ∈ N ∪ {0})，則

a(2)i+1 = c1(mq2 + x1) + c2(mq1 + r(2)i−1) = a(2)2 · (mq2 + x1) + c2a(2)1 · (mq1 + r(2)i−1)

a(2)i+2 = a(2)3 · (mq2 + x1) + c2a(2)2 · (mq1 + r(2)i−1)

a(2)i+3 = a(2)4 · (mq2 + x1) + c2a(2)3 · (mq1 + r(2)i−1)

...

a(2)i+j = a(2)j+1 · (mq2 + x1) + c2a(2)j · (mq1 + r(2)i−1)，j ∈ N。

兩邊模 m 得到 r(2)i+j ≡
[[

r(2)j+1x1 + c2r(2)j r(2)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。

為了方便，定義 rα + 1(2) 為 2 階餘數數列中的第 1 段週期循環列由 x1 均勻分

割的 x1 之位置，其中 α = ℓ2(m)− 1。

定理 10： 設 gcd(c2, m) ̸= 1，gcd(c1, c2, m) = 1，則 π2(m) = s · ℓ2(m)，s | φ(m)。

證明. 仿照定理 4 與定理 5 來證明。令 α = ℓ2(m)− 1，則由性質 2 及定義 2 知每
個週期循環列中由 x1 均勻分割的第一段為

1, r(2)2 , r(2)3 , r(2)4 , r(2)5 , . . . , r(2)α , x1；

第二段為[[
r(2)2 x1 + c2r(2)1 r(2)α

]]
,
[[

r(2)3 x1 + c2r(2)2 r(2)α

]]
, . . . ,

[[
x2

1 + c2(r
(2)
α )2

]]
, x1；

第三段為[[
r(2)2 x1 + c2r(2)1 x2

1 + c2
2r(2)1 (r(2)α )2

]]
,
[[

r(2)3 x1 + c2r(2)2 x2
1 + c2

2r(2)2 (r(2)α )2
]]

,

. . . ,
[[

x2
1 + c2r(2)α x2

1 + c2
2(r

(2)
α )3

]]
, x1；

以此類推得第 s 段為[[
r(2)2 x1 + r(2)1 x2

1

s−2

∑
i=1

ci
2(r

(2)
α )i−1 + cs−1

2 r(2)1 (r(2)α )s−1

]]
,

. . . ,

[[
x2

1 + x2
1

s−2

∑
i=1

ci
2(r

(2)
α )i + cs−1

2 (r(2)α )s

]]
, x1。

由二階 Cassini 恆等式知 a(2)α−1aα + 1(2) − (a(2)α )2 = (−1)αcα−1
2 。兩邊模 m 得

x1rα−1 − (r(2)α−1)
2 ≡ (−1)αcα−1

2 (mod m)。 (9)

(9) 式仿造定理 6 來證明，由鴿籠原理與高次剩餘知 (9) 式必有解且循環。
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以二階線性遞迴數列 {a(2)n }：a(2)n = 3a(2)n−1 + 2a(2)n−2 且 m = 10 為例：

1 3 1 9 9 5 3 9 3 7 7 5 9 7 9 1 1 5 7 1 7 3 3 5

其中 x1 = 5，r(2)α = r(2)α−1 = 9 滿足 (9) 式：5 · 9 − 92 ≡ (−1)524 (mod 10)，所以

36 ≡ 16 (mod 10)。又滿足循環長度

r(2)α →
[[

x2
1 + c2(r

(2)
α )2

]]
→ · · · →

[[
x2

1 + x2
1

s−2

∑
i=1

ci
2(r

(2)
α )i + cs−1

2 (r(2)α )s

]]
，

又回到 r(2)α ，得到 s | φ(m)，因此 π2(m) = s · ℓ2(m)，其中 s | φ(m)。

定理 11： 設 gcd(ck, m) ̸= 1，若 k 階餘數數列中的週期循環列中由 x1、· · ·、xk−1

均勻分割且 r(k)i 為第 i次由 x1、· · ·、xk−1 均勻分割的 x1 之前一項 (1 ≤ i ≤ s− 1)，
則

(i) 當 k = 3，r(3)i+j+1 ≡
[[

r(3)j+1x2 + c2r(3)j x1 + c3(r
(3)
j−1x1 + r(3)j r(3)i−1)

]]
(mod m)，其

中 j ∈ N。

(ii)
r(k)i+j+k+2

≡
[[

r(k)j+1xk−1 +
k−1

∑
ℓ1=2

[
cℓ1

ℓ1

∑
ℓ2=2

r(k)j−ℓ1+ℓ2
xk−ℓ2

]
+ ck

k−2

∑
ℓ=1

r(k)j−ℓxℓ + ckr(k)j r(k)i−1

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。

(iii) πk(m) = s · ℓk(m)，其中 s | φ(m)。

證明. (i) 令 r(3)i 、r(3)i+1 為在 {r(3)n } 中第 i 次由 x1、· · ·、xk−1 均勻分割的 x1、

x2 之位置 (1 ≤ i ≤ s − 1) 且 a(3)i−1 = mq1 + r(3)i−1，a(3)i = mq2 + x1，a(3)i+1 =

mq3 + x2 (q1、q2、q3 ∈ N ∪ {0})，則

a(3)i+2 = a(3)2 (mq3 + x2) + a(3)1 [c2(mq2 + x1) + c3(mq1 + r(3)i−1)]

a(3)i+3 = a(3)3 (mq3 + x2) + a(3)2 [c2(mq2 + x1) + c3(mq1 + r(3)i−1)]

+ a(3)1 [c3(mq2 + x1)]

a(3)i+4 = a(3)4 (mq3 + x2) + a(3)3 [c2(mq2 + x1) + c3(mq1 + r(3)i−1)]

+ a(3)2 [c3(mq2 + x1)]

...

a(3)i+j+1 = a(3)j+1(mq3 + x2) + a(3)j [c2(mq2 + x1) + c3(mq1 + r(3)i−1)]

+ a(3)j−1[c3(mq2 + x1)]，
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j ∈ N。兩邊模 m 得到

r(3)i+j+1 ≡
[[

r(3)j+1x2 + c2r(3)j x1 + c3(r
(3)
j−1x1 + r(3)j r(3)i−1)

]]
(mod m)，其中 j ∈ N。

(ii) 仿照 (i) 推得對於 1 ≤ i ≤ s − 1，j ∈ N，當 k = 4 時，

r(4)i+j+2 ≡
[[

r(4)j+1x3 + c2r(4)j x2 + c3(r
(4)
j−1x1 + r(4)j−1x2)

+c4(r
(4)
j−1x1 + r(4)j x2) + c4r(4)j r(4)i−1

]]
(mod m)，

其中 j ∈ N。為了方便寫成

r(4)i+j+4−2 ≡
[[

r(4)j+1x3 +
3

∑
ℓ1=2

[
cℓ1

ℓ1

∑
ℓ2=2

r(4)j−ℓ1+ℓ2
x4−ℓ2

]

+c4

2

∑
ℓ=1

r(4)j−ℓxℓ + c4r(4)j r(4)i−1

]]
(mod m)。

同理類推至 k 階餘數數列的情形，推得

r(k)i+j+k−2 ≡
[[

r(k)j+1xk−1 +
k−1

∑
ℓ1=2

[
cℓ1

ℓ1

∑
ℓ2=2

r(k)j−ℓ1+ℓ2
xk−ℓ2

]

+ck

k−2

∑
ℓ=1

r(k)j−ℓxℓ + ckr(k)j r(k)i−1

]]
(mod m)。

(iii) 仿照定理 10 證明，πk(m) = s · ℓk(m)，其中 s | φ(m)。

4.3 退化情形：在某項後皆為不為 0 的常數

在 gcd(ck, m) ̸= 1 條件下，每個週期循環列中才會有由 k − 1 個不全為 0 均勻
分割，事實上，k 階餘數數列在某項後均為不為 0 的常數可說是由 k − 1 個不全

為 0 均勻分割的退化情形。而區分 k 階餘數數列每個週期循環列中僅有由 k − 1

個不全為 0 均勻分割的條件共有 2 種：gcd(ck, m) ̸= 1，gcd(c1, c2, . . . , ck, m) = 1

及 gcd(c1, c2, . . . , ck, m) ̸= 1，gcd(c′k, m′) ̸= 1。所以由 k − 1 個不全為 0 均勻分

割的區分條件也是 2 種，這是正確的。由 k − 1 個不全為 0 均勻分割不受初

始條件中 a1 = 1 的影響，以五階線性遞迴數列 {a(5)n }：a(5)n = a(5)n−1 + 2a(5)n−2 +

2a(5)n−3 + 2a(5)n−4 + 2a(5)n−5 且 m = 2 為例：1, 1, 1, 1, . . . 為週期數列，及以 {a(2)n }：
a(2)n = 3a(2)n−1 + 2a(2)n−2 且 m = 4 為例： 1 , 3, 3, 3, 3, . . .，此 k 階餘數數列為前週期數
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列，因此，在某項後均為不為 0 的常數的 k 階餘數數列為週期數列或前週期數列。

5 探討數列的因倍數性質

5.1 2 階數列的因倍數定理

定理 12： 設 {a(2)n } 為二階線性遞迴數列，則

(i) 對於任意正整數 m 與 n ，當 c1 = 1、c2 ∈ N 時，則

a(2)m+n = a(2)m a(2)n+1 + c2a(2)m−1a(2)n 且 a(2)n | a(2)mn。

(ii) 對於任意正整數 m 與 n ，當 c1 ∈ N、c2 = 1 時，則

a(2)m+n = a(2)m a(2)n+1 + a(2)m−1a(2)n 且 a(2)n | a(2)mn。

(iii) 對於任意正整數 m 與 n ，當 c1 ∈ N \ {1}、c2 ∈ N 時，則

a(2)m+n = a(2)m a(2)n+1 + c2a(2)m−1a(2)n 且 a(2)n | a(2)mn。

證明. (i) 由於

a(2)m+n = a(2)m+n−1 + c2a(2)m+n−2 = a(2)2 a(2)m+n−1 + a(2)1 · c2a(2)m+n−2 (∵ a(2)1 = a(2)2 = 1)

= (c2a(2)1 + a(2)2 )a(2)m+n−2 + c2a(2)2 · a(2)m+n−3

= a(2)3 · a(2)m+n−2 + c2a(2)2 · a(2)m+n−3

= · · · = a(2)m · a(2)n+1 + c2a(2)m−1 · a(2)n

所以 a(2)m+n = a(2)m a(2)n+1 + c2a(2)m−1a(2)n 。又 a(2)mn = a(2)n+(m−1)n = a(2)
(m−1)na(2)n+1 +

c2a(2)
(m−1)n−1a(2)n ，推導

a(2)mn ≡ a(2)
(m−1)na(2)n+1 + c2a(2)

(m−1)n−1a(2)n (mod a(2)n )

≡ a(2)
(m−1)na(2)n+1 (mod a(2)n )

≡ a(2)
(m−2)n(a(2)n+1)

2 (mod a(2)n )

≡ · · · ≡ a(2)n (a(2)n+1)
m−1 (mod a(2)n )

≡ 0 (mod a(2)n )。
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因此，對於任意正整數 m 與 n，a(2)n | a(2)mn。

(ii) 由於

a(2)m+n = c1a(2)m+n−1 + a(2)m+n−2

= a(2)2 · a(2)m+n−1 + a(2)1 a(2)m+n−2 (∵ a(2)1 = 1, a(2)2 = c1)

= (a(2)1 + c1a(2)2 )a(2)m+n−2 + a(2)2 · a(2)m+n−3

= a(2)3 · am+n−2 + a(2)2 · a(2)m+n−3

= · · · = a(2)m · a(2)n+1 + a(2)m−1 · a(2)n ，

所以 a(2)m+n = a(2)m a(2)n+1 + a(2)m−1a(2)n 。又 a(2)mn = a(2)n+(m−1)n = a(2)
(m−1)na(2)n+1 +

a(2)
(m−1)n−1a(2)n ，同理可證，對於任意正整數 m 與 n，a(2)n | a(2)mn。

(iii) 由於

a(2)m+n = c1a(2)m+n−1 + c2a(2)m+n−2

= a(2)2 · a(2)m+n−1 + a(2)1 · c2a(2)m+n−2 (∵ a(2)1 = 1, a(2)2 = c1)

= c2a(2)1 + c1a(2)2 a(2)m+n−2 + c2a(2)2 · a(2)m+n−3

= a(2)3 · a(2)m+n−2 + c2a(2)2 · a(2)m+n−3

= · · · = a(2)m · a(2)n+1 + c2a(2)m−1 · a(2)n ，

所以 a(2)m+n = a(2)m a(2)n+1 + c2a(2)m−1a(2)n 。又 a(2)mn = a(2)n+(m−1)n = a(2)
(m−1)na(2)n+1 +

c2a(2)
(m−1)n−1a(2)n ，同理可證，對於任意正整數 m 與 n，a(2)n | a(2)mn。

5.2 k 階線性遞迴數列的因倍數定理

定理 13： 設 {a(2)n } 為 k 階線性遞迴數列，對於任意正整數 n，

(i) 若 ck = 1 或 ck ̸= 1，gcd(c′k, m′) = 1，則 m | a(k)n·ℓk(m)−i 且 m | aπ
n·πk(m)−i，其

中 i = 0, 1, 2, . . . , k − 2。

(ii) 若 ck ̸= 1，gcd(c′k, m′) ̸= 1但 m ̸= [gcd(c1, c2, . . . , ck)]
u，則存在 i ∈ {0, 1, 2, . . . , k−

2} 使得 m ̸ | a(k)n·ℓk(m)−i 且 m ̸ | aπ
n·πk(m)−i。

(iii) 若 ck ̸= 1，gcd(c′k, m′) ̸= 1 但 m = [gcd(c1, c2, . . . , ck)]
u，則存在 n′ ≤ n，使

得
[[

a(k)n′+j

]]
≡ 0 (mod m)，其中 j ∈ N ∪ {0}。
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證明. (i) 若 ck = 1 或 ck ̸= i，gcd(c′k, m′) = 1，則由性質 4 知 k 階餘數數列中

的每個週期循環列中會有由 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1個

均勻分割的情形，所以對於任意正整

數 n，πk(m) = s · ℓk(m)，其中 s ∈ N，即 m | aπ
n·ℓk(m)

，m | aπ
n·ℓk(m)−1，· · ·，

m | aπ
n·ℓk(m)−k+2 及 m | aπ

n·πk(m)
，m | aπ

n·πk(m)−1，· · ·，m | aπ
n·πk(m)−k+2，因此

m | aπ
n·ℓk(m)−i 且 m | aπ

n·πk(m)−i，其中 i = 0, 1, . . . , k − 2。

(ii) 若 ck ̸= 1，gcd(c′k, m′) ̸= 1 但 m ̸= [gcd(c1, c2, . . . , ck)]
u，則由性質 5 知 k

階餘數數列中的每個週期循環列中會有由非負整數 x1、· · ·、xk−1 均勻分

割，所以對於任意正整數 n，πk(m) = s · ℓk(m)，其中 s ∈ N，即 a(k)n·ℓk(m)
≡

x1 (mod m)，a(k)n·ℓk(m)−1 ≡ x2 (mod m)，· · ·，a(k)n·ℓk(m)−k+2 ≡ xk−1 (mod m)

及 a(k)n·πk(m)
≡ x1 (mod m)，a(k)n·πk(m)−1 ≡ x2 (mod m)，· · ·，a(k)n·πk(m)−k+2 ≡

xk−1 (mod m)，因此，對於任意正整數 n，存在 i ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 2} 使得
m ̸ | a(k)n·ℓk(m)−i 且 m ̸ | aπ

n·πk(m)−i。

(iii) 若 ck ̸= 1，gcd(c′k, m′) ̸= 1 但 m = [gcd(c1, c2, . . . , ck)]
u，則由定理 10 知 k

階餘數數列在某項後均為 0，因此，存在正整數 n′ ≤ n，使得
[[

a(k)n′+j

]]
≡

0 (mod m)，其中 j ∈ N ∪ {0}。

6 結論

本作品將費氏數列中的餘數數列性質推廣到一般高階線性遞迴數列的情形，所得餘

數數列為週期數列或前週期數列，先用 gcd(ck, m) = 1 與 gcd(ck, m) ̸= 1 分成二類

來討論，這兩類中探討出區分週期循環列的四種條件，有趣地每個週期循環列有由

k − 1 個 0 均勻分割或由 k − 1 個不全為 0 均勻分割，這是令人驚喜的結果，即週
期長度 πk(m) = s · ℓk(m)，其中 ℓk(m) 為每一小段均勻分割的長度且 s 為段數，其

中由初始條件推論出為何是由 k − 1 個 0 均勻分割及用中國剩餘定理推論出為何是
由 k − 1 個不全為 0 均勻分割。更精細計算段數 s ，是由 k 階 Cassini 恆等式、歐
拉-費馬定理與高次剩餘論證出 s 的準確值或範圍。

最後將週期性質推導出 k 階線性遞迴數列的因倍數定理，更可見到數列遞增中

的規律性。此研究的結果可應用於密碼學及大數分解上，期盼未來可被廣泛採用。
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