機率專題討論(參考報告)

註：為了讓高中生容易理解，筆者在文中使用了一些較不嚴謹的敘述，特別是關於無窮、收歛和機率統計的細節。希望大家在閱覽本文的時候不要太在意筆者使用的詞句，而把重點放在「怎麼提問」，至於問題的解答，只要了解「大概的手法」就可以了。
丟一個公正的銅板50次，恰出現25次正面的機率是多少？

更一般地來說，丟2n次，恰出現n次正面呢？

對於這個問題，有學過排列組合的同學都知道正解應該是：
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，其中，k!稱作k的「階乘」，其定義是k! = 1*2*…*k，而0!=1。
對於還沒學過排組的同學，我們先簡單解釋一下這個公式。分母的2^(2n)很好理解，一個銅板有正反兩面，丟2n次就會出現這麼多種情形。另一方面，在丟銅板2n次中，恰有n次是正面，這n次也許是第一次、第二次、第三次、、、，也可能是第二次、第四次、第六次、、、，到底是哪幾次呢？分子的部份就是這個問題的所有可能的解答。試著列出 a! / a!(a-b)! 的前幾項，你會發現這恰是(x+y)^a的係數。如果你還想知道更多的細節，可以試著連上http://www.google.com.tw並查尋「巴斯卡三角形」。
回到我們本來的問題，由巴斯卡三角形我們可以輕易地知道，丟2n次銅板恰出現n次正面的機率：
	n
	巴斯卡三角形
	機率(四捨五入)
	
	
	

	1
	2
	0.500
	6
	924
	0.226

	2
	6
	0.375
	7
	3432
	0.209

	3
	20
	0.313
	8
	12870
	0.196

	4
	70
	0.273
	9
	48620
	0.185

	5
	252
	0.246
	10
	184756
	0.176


理論上，我們可以繼續列下去，當n = 25時就是丟50次恰出現25次正面的機率。不過，實際算算看就會發現這個計算非常地麻煩(上面這個表是筆者用電腦算的)。主要的困難在於n!計算上很不方便。幸虧，數學家找到了一個很好的近似公式，也就是Stirling公式：
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。其中，e稱作自然對數的底，它是一個無理數，大約等於2.718。中學課程對e的介紹不多，但在高等數學(大學或以上)裡，它的重要性比起圓周率π可說是有過之而無不及。如果你對Stirling公式或者是e還有很多好奇，google仍是一個很好的工具。套用Stirling公式，我就可以把難以計算的n!化為指數，進一步便可以使用指數律來化簡算式，最後可以得到
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，顯然地，當n越大，這個機率就會越接近零，換句話說，丟2n次銅板恰出現n次正面(對足夠大的n來說)幾乎是不可能的。
不可能發生的事大體來說都是一些無聊的事，那我們要怎麼化不可能為可能呢？試著把條件放鬆一點，我們可以改問以下的問題：
丟50次銅板，出現正面的次數在20到30之間的機率是多少？

丟2n次，出現正面的次數在n-5到n+5之間呢？

丟2n次，出現正面的次數在n-m到n+m之間又如何？

很遺憾，這仍是不可能的！丟2n次銅板時，恰出現n-m次正面的機率、恰出現n-m+1次正面的機率、、、恰出現n+m次的機率，都不會大過恰出現n次的機率，所以全部加起來了不起是
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，不管m是多少，只要n夠大，這個機率仍是無止盡地接近零。
把條件再放鬆一點會怎麼樣？讓接受的範圍隨n變大，也就是問：
丟50次銅板，出現正面的次數在20到30之間的機率是多少？

丟2n次銅板，出現正面的次數在(1-0.2)n到(1+0.2)n之間呢？
丟2n次銅板，出現正面的次數在(1-ε)n到(1+ε)n之間又如何？

在這裡得先介紹一個統計學上的重要參數，叫作「變異數(variance)」。設想有一筆資料{x(1), x(2), x(3), …, x(k)}，其(算術)平均是μ。如果我們想問這筆資料的離散程度，直覺上我們會求x(i)-μ的平均，但由於x(i)有些比μ大有些比μ小，正負相抵之後我們總是會得到零，為了避免這種情形，我們用平方來去除負號，也就是求(x(i)-μ)^2的平均，這就是變異數，一般記作σ^2。不難證明，變異數為零，那就表示這筆資料的數據全部都相等。如果把資料「平移」，例如：設y(i) = a*x(i)+b，那麼
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。另外，若x和y無關，則
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我們可以記正面為1、反正為0，丟k次銅板得到的值為X(k)。這麼一來，X(1)的平均就是1/2變異數則是1/4，X(2n)的平均是n、變異數是n / 2。更重要地，考慮
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，其平均是0、變異數是1 / 2n。當n很大的時候，其變異數差不多就是零，換言之
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應該是一個常數，也就是零，所以任選一個正數ε，不管它有多麼小，我們總有
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，也就是說丟2n次銅板，出現正面的的次數總是會落在(1-ε)n到(1+ε)n之間，發生這件事是機率是1。
某種程度來說，機率為0和機率為1是一樣無聊的。所以對於上述的結論我們還是無法滿足。但是，注意到
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的平均是0、變異數是1，兩者都是很漂亮的常數，如果我們可以得知
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的具體分配，我們應該可以得到比較有趣的結論。事實上，根據「中央極限定理(Central Limit Theorem)」，在n足夠大時(通常30就夠大了)，
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的分配即是著名的「常態分布(normal distribution)」。關於中央極限定理和常態分布，由於牽涉到微積分和其他較難的數學知識，此處無法詳細介紹，有興趣的同學可以參考google甚至是較為專門的統計書藉。此處可以告訴大家的是，
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的機率是
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，其值總是介在0和1之間。
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