數學營專題

連連看

提供者：OddOddOf

在這個專題中要研究的是如下的問題：

給定2n個數，x1、x2、…、xn及y1、y2 、…、yn，要找一多項式f使得
(*) f(xj)=yj，j=1、2…、n。

1. 設給定的2n個數屬於R，則R[x]中什麼時候存在f滿足(*)，且deg f<n+1？ 

2. 設給定的2n個數屬於R，S={ f 屬於 R[x] | f滿足(*)} = ？

3. 若將1.2.中的R換成Q，R[x]換成Q[x]，答案如何？

4. 若將1.2.中的R換成C，R[x]換成C[x]，答案如何？
5. 設s為沒有平方因子的整數，定義 Q( \eq \r(s) ) = { a + b \eq \r(s) 屬於C | a、b屬於Q}
若將1.2.中的R換成Q( \eq \r(s) )，R[x]換成Q( \eq \r(s) ) [x]，答案如何？
6. 對於 F = Q、R、C或Q( \eq \r(s) )考慮 (以下的F同)
設給定的2n個數屬於F，又給一F[x]中的p，則F[x]中什麼時候存在f滿足(*)，且存在F[x]中的g使得 f(x) = g(x)p(x)？

7. 設給定的2n個數屬於F，又給一F[x]中的p，則F[x]中什麼時候存在f滿足(*)，且存在F[x]中的g使得 f(x) = g(p(x))？

8. 設給定的2n個數屬於F，又給一F[x]中的p，則F[x]中什麼時候存在f滿足(*)，且存在F[x]中的g使得 f(x) = p(g(x))？

9. 設給定的2n個數屬於Z，若Z[x]中存在f滿足(*)，試證對所有j,k，xj–xk | yj-yk 。
10. 9.之逆命題成立否？

11. 設給定的2n個數屬於Z，則Z[x]中什麼時候存在f滿足(*)？

12. 設給定的2n個數屬於C，則R[x]中什麼時候存在f滿足(*)？
13. 設給定的2n個數屬於Q( \eq \r(s) )，則Q[x]中什麼時候存在f滿足(*)？

14. 若給定的2n個數屬於R滿足x1<x2<…<xn，y1<y2<…<yn，若R[x]中存在f、g都滿足(*)，且遞增，即對所有a<b，f(a) < f(b)，g(a)<g(b)，試證對所有0<t<1，h = tf + (1-t) g亦滿足(*)，且遞增。

15. 設n=3，若給定的6個數屬於R滿足x1<x2<x3，y1<y2<y3，R[x]中什麼時候存在f滿足(*)且 f為遞增？

現在考慮這個問題
給定n個數對，(x1, y1)、(x2, y2)、…、(x2, yn)；還有n個數z1、z2 、…、zn，要找一兩個變數的多項式f使得 

(**) f(xj ,yj)=zj，j=1、2…、n。

16. 設給定的數屬於F，則F[x,y]中什麼時候存在f滿足(**) ?

17. 你能將16.推廣到更多變數的情形嗎？
[sol.]
對於一般的體F(如Q、R、C或Q( \eq \r(s) )有以下結論

此即Lagrange 插值公式

對於k，若yk=1且對所有其他的j，yj=0。

顯然可以取 fk (x)=  \eq \f((x- x1) (x- x2)…(x- xk-1) (x- xk+1)…(x- xn), (xk-x1) (xk-x2)…(xk-xk-1) (xk-xk+1)…(xk-xn)) 
以Kronecker delta記號寫即是 fk (xj)= δj,k。
則對一般的情形，取 f = y1f1 + y2f2 +…+ ynfn 。

g屬於S(x1、x2…、xn都是g-f的根( (x- x1) (x- x2)…(x- xn)| g-f。

因此S = { g屬於F[x] | g(x) = (x- x1) (x- x2)…(x- xn)Q(x) + f(x)}

1. 同上

2. 同上

3. 同上

顯然若存在這樣的f，則所有是p的根的xj，yj=f(xj)=g(xj)p(xj)=0。

若所有是p的根的xj，yj=0，則考慮zk =  \eq \f( yk,p(xk) ) ，若xk非p的根；zk 任意，若xk是p的根。則F[x]中存在g使得 g(xk)=zk。則 f(x) = g(x)p(x)即為所求。

顯然若存在這樣的f，所有xj、xk，若p(xj)=p(xk)，則yj=f(xj)=g(p(xj))=g(p(xk))= yk。
若所有xj、xk，若p(xj)=p(xk)，則yj=yk。

則考慮 z1,z2,…,zm為所有p(xj)不同的取值，以及w1,w2,…,wm滿足「若p(xj)=zr，則wr=yj。」(Well-defined)。F[x]中存在g使得g(zr)= wr，則f(x)=g(p(x))即為所求。

顯然若存在這樣的f，所有yj，總有g(xj)使得p(g(xj)) =yj，即p(x)-yj=0有根。

若對所有yj，p(x)-yj=0都有根，設根為zj。F[x]中存在g使得g(xj)= zj，從而f(x)=p(g(x))即為所求。
設f(x) = a0 + a1x+a2x2+..+adxd，
對所有j,k，yj-yk = f(xj)-f(xk ) =a1(xj-xk)+a2(xj2-xk2) +..+ad(xjd-xkd)，故xj–xk | yj-yk 。
4. 否，反例(x1,x2,x3,y1,y2,y3)=(-2,0,2,0,2,0)
顯然若以Lagrange插值公式所得之f已屬於Z[x]，則存在。

若有g屬於Z[x]屬於2.中的S，從而f為g除以(x- x1) (x- x2)…(x- xn)所得的餘式，注意到(x- x1) (x- x2)…(x- xn)的首項係數是1，由長除法知，f亦屬於Z[x]。

因此一個充要條件即是以Lagrange插值公式所得之f屬於Z[x]

5. (“{z}”代表z之共軛複數)

若存在，則對於所有xk={xj}，yk =f(xk) = f({xj})= {yj}。

反之，若對於所有xk={xj}，yk = {yj}。

考慮z1,z2,…,zm為所有xj、{xj}不同的取值，以及w1,w2,…,wm滿足「若xj=zr，則wr=yj；若xj={zr}，則wr={yj}」(Well-defined)。則在C[x]中用Lagrange插值公式造出f使得f(zr)= wr。設{f}為將f的每一項係數都取共軛複數的多項式，則對所有r，存在s使得zr={zs}，{f}(zr)= {f}({zs})= {f(zs)}={ws}= wr。注意到f, {f}的次數都小於m+1，由2.知 f = {f}從而 f屬於R[x]為所求。

在Q( \eq \r(s) )上定義{a+b \eq \r(s) }=a-b \eq \r(s) ，其中a,b屬於Q，則12.的證法一樣試用。

6. 直接檢查。

設(x1,x2,x3,y1,y2,y3)=(0,a,1,0,b,1)0<a<1,0b<1

若a>b，存在奇數k使得 ak < b<a，故存在0<t<1使得 b = t ak +(1-t)a。

從而取f(x) = t xk +(1-t)x，即可。

若a<b，存在奇數k使得 (a-1)k +1> b>a，故存在0<t<1使得 b = t ((a-1)k +1) +(1-t)a。從而取f(x) = t ((x-1)k +1) +(1-t)x，即可。

若a=b，取f(x)=x即可。

一般情形，考慮(z1,z2,z3,w1,w2,w3)=(0, \eq \f(x2- x1 , x3- x1) ,1,0,  \eq \f(y2- y1 , y3- y1) ,1)

由前述可得R[x]中存在g使得g(zj)=wj且遞增。

取 f(x) = (y3-y1)g((x3-x1)x+ x1)+ y1即為所求。
考慮u1, u2,…,um 為所有xj不同的取值，v1, v2,…,vk 為所有yj不同的取值，以及wr,s滿足 「wr,s= zj，若(ur,vs) =(xj, yj)；wr,s任意，不然」

我們總有{(xj, yj) | j=1,…,n} 包含於 {(ur,vs)| r=1,…,m, s=1,…,k }

有了1.的經驗，只對所有r,s都找到fr,s屬於F[x.,y]使得 fr,s (up,vq) =δr,pδs,q即可。
但是可取 gr屬於F[x]，hs屬於F[y]，使得 gr (up) =δr,p，hs (vq) =δs,q。

故取fr,s (x,y) = gr (x) hs (y)即可。

7. 直接推廣。

