尺規做圖的侷限性

主講：楊劼之
我想各位同學應該都多少聽過以下問題：

三大尺規做圖的不可解：

1.三等分任意角

2.化圓為方

3.倍立方體

這些問題都已被證明無法用尺規做圖完成
我們將證明為何它們不可構造(nonconstructable)

主題一：代數體系

近代(精確的說應該是從18世紀前半就開始)的代數學與過去相當不同，這些發展建立在幾個問題的討論上：一個是費馬最後問題，另一個就是五次方程式的公式解是否存在。前面的問題導致了研究環論的唯一分解性質，而後者造成了群論與體論的發展。除此之外，數論的進步也是造成代數重大變革的推手之一。
現在我們先熟悉一些代數體系：

Def : a group G is a set with a binary operation “+”

     ∀a, b∊G  a+b∊G
              (a+b)+c = a+(b+c)

     ∃0∊G  a+0 = a = 0+a∊G
     ∃(-a)∊G  a+(-a) = 0

當我們說到一個群(group)，我們考慮的只有這個集合上的一種運算
因此你也可以考慮大於零的實數集，對於乘法下形成的群
Def : a group G is abelian if it is commutative.
像是兩個函數或是兩個矩陣乘法就不可交換

f = 2x, g = x2 , f(g(x))=2x2 ,g(f(x))=4x2

Def : a field K is a abelian group with a binary operation “×”
    K\{0} is a abelian group under“×”
    ∀ a, b, c∊ K a×(b+c)= (a×b) + (a×c)
請先將上面體系的性質熟記在心

Example: Q, R
Def : a vector space V is a abelian group over a field K
     With “．” : (K,V) → V

     ∀a,b∊V, r,s∊K 
r(a+b)=ra+rb

                  rs(a+b)=r(s(a+b))

                  (r+s)a=ra+sa

                  1a=a

它叫向量空間(vector space)，例如 Rn就是一個向量空間

代數體系介紹到此，我們現在要看看在這樣的結構下有什麼性質。

這也是近世代數中的研究方法，就是將同樣結構的東西加以整合並且從它的結構出發，像是把複雜的體系分解成簡單的、已知的體系來處裡問題。

主題二：重要性質

Def : let v1  v2  v3…vn∈ S⊆ V: vector space, then x is a linear combination of the elements of S ⇔ ∃ a1  a2  a3…an ∊K s.t x= a1 v1 + a2 v2 + a3 v3 + … + an vn
Def : let v1  v2  v3…vn∈ V: vector space, we say “they are linearly independent.”
     Iff 0 = a1 v1 + a2 v2 + a3 v3 + … + an vn ⇔ a1 = a2 = …= an = 0

我們更可以說一個子集合是線性獨立(linear independent)，若它的有限元素永遠線
性獨立。
Def :let S be a maximal linearly independent set of V, then denote ＃(S) = dimK(V)

Thm1 :If ＃(S)＜∞ then (1): all S,⊆ V, a linearly independent set of V 

then ＃(S,)≤＃(S)
                   (2): ∃S,,⊇ S, linear indep ＃(S,,) = n
由上述定理知道維度(dimension)在有限維向量空間是妥善定義的(well-defined)

我們要證上述定理需要先證下面的引理。

Lemma1: If v1  v2  v3…vn+1 are n-tuples with entries in K, then they are linearly dep

Proof: Do induction: 
      For n=2
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      If A1 , A2 are linearly dep, done.

      If not A2 -
[image: image5.wmf]21

11

a

a

æö

ç÷

èø

A1 = 
[image: image6.wmf]1

0

c

æö

ç÷

èø

………………………………………………(1)

 c1 = 
[image: image7.wmf]21

2212

11

a

aa

a

æö

-

ç÷

èø

≠ 0
      And

          A1 -
[image: image8.wmf]12

1

a

c

æö

ç÷

èø

(A2 -
[image: image9.wmf]21

11

a

a

æö

ç÷

èø

A1 ) =
[image: image10.wmf]2

0

c

æö

ç÷

èø

 …………………………………(2)

c2≠ 0

      ∴ A3 = 
[image: image11.wmf]3132

21

(2)(1)

aa

cc

æöæö

+

ç÷ç÷

èøèø

……linear combin of A1 , A2
      If the statement is true n≤(k-1),

      For n=k

      Let A1 , A2 …… Ak+1 are k-tuples, Ai = 
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      One of 
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      Because 
[image: image16.wmf]i

A

¢

 have zero entry at first row.

      We can regard them as (k-1)-tuples

      ∴ by induction, done.                                            □

現在我們可以證明定理

Proof of thm1: (1) By def ∵ dim(V) = n = ＃(S)  ∃
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              If ＃(S,)＞n  Let S= { v1  v2  v3…vn+1 …… } ( If S is uncountable, 

 choose countable subset ), thus we have
v1 = a11 u1 + a12 u2 + a13 u3 + … + a1n un

v2 = a21 u1 + a22 u2 + a23 u3 + … + a2n un
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              Consider those vector
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              Use lemma1, { v1  v2  v3…vn+1 } are dep …… contradiction

            (2) Consider S={ v1  v2  v3…vk }

               i)  k=n there is nothing to prove

               ii)  k＜n Choose 
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 k-tuples, by lemma1 they are dep.

               So does 
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                                                                   □

我們把這種maximal indep. set 叫做 basis.

現在,我們還需要知道一些體論有關的知識。

Def : if a subset F of a field K form a field itself, then we call it as a subfield of K.And K is a extension of F.
    Denote F＜K.
注意到大的體可以視為小的體的向量空間。

Def : the degree of a extension K＞F. Denote as [K : F] = dimF(K)

我們說一個擴張(extension)是有限的,若它的度數(degree)是有限的。

下面的定理是證明我們目標的重要定理。
Thm2 : If K＞F ＞L both finite extension.then

        [K：L] = [K：F][F：L]

Proof: Let 
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     To show the set
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最後我們還要一些對數字基本知識。

主題三：代數數和超越數---簡單構造

Def : Let a∈ F＜K , a is an algebraic number iff ∃ f(x)∈ F[x], f(a)= 0

若 a 不是代數數( algebraic number ),則稱 a 超越數( transcendental number )。
Def : Let a∈ F＜K , a is an algebraic number, define Irr(a;F)= f(x) wheref(x):

     (1)monic

     (2)irreducible

我們現在回到有理數系Q

我們想知道如果把一個代數數”放進”Q裡面會形成什麼最小的擴張。

通常把這種擴張體記做Q(a)

先從簡單的例子看起：

Example : Q(√2 ) = ?

     Q⊆ Q(√2 ), √2∈ Q ∴ a + (b√2 )∈ Q ∀a, b∈ Q

     猜：Q(√2 ) = { a + (b√2 ) : a, b∈ Q }

         (如果大家不相信,可以自己驗證)

因此我們不難想像有下面的定理：

Thm3 : Let a∈ K> Q , a is an algebraic number, Irr(a;Q)= f(x) deg(f)= n

     Then Q(a)= {r0+r1a+r2a2+……+r(n-1)a(n-1) : ri∈ Q }
Proof: It is obvious that S={r0+r1a+r2a2+……+r(n-1)a(n-1) : ri∈ Q }⊆ Q(a)
     It is a abelian group (obvious)

     u×(v+w)= (u×v) + (u×w) ∀u, v, w∈ S

     S\{0} form a abelian group.

     Inverse : If u= r0+r1a+r2a2+……+r(n-1)a(n-1) nonzero

             ∃u(x)= r0+r1x+r2x2+……+r(n-1)x(n-1)

                  ∵ f(x) irreducible ∴ s(x)f(x)+t(x)u(x)=1 for some s(x), t(x)
            Thus s(a)f(a)+t(a)u(a)=1= t(a)u(a)= t(a)u

            t(a) is the inverse of u

 □

這其實和數論中的同餘概念是一樣的。

Remark : [Q(a)：Q] = deg(Irr(a;Q))
Proof: 1, x, x2,…… x(n-1) is a basis of Q(a)                                   □

上面的觀察告訴我們代數體的擴張和代數數本身有關。

如果是超越數的時候,

擴張體必定不為有限。

Thm4: Let a∈ K>Q , a is a transcendental number, [Q(a)：Q] is infinite

Proof: If not, say [Q(a)：Q]= n

then{1, x, x2,…… xn }are linearly dep 

∃ f(x)∊ Q[x] s.t f(a)= 0   contradiction                             □

我們現在可以證明我們的主題了。

主題四 : 三大作圖的不可構造

首先，我們先看看我們的工具能在平面上造出什麼點。

如果1單位已經給定，那所有有理數都可以構造的出來。

( 換句話說 , 加減乘除都能作)

上面十行不是漏印,是讓你有空間能夠動手複習一下這個國中的簡單習題。

現在平面上的有理點已經可以構造了。

如果現在想要在平面構造出一個新的長度，我必須要把前一串步驟做出來的兩個點連起來。
因此我不妨在所有步驟之後都作一件事情：

把這個步驟作出新的點和所有其他已知的點連線。

則我們所能夠造的線段長就超不出這個範疇。

步驟1：畫圓

圓的方程式：(x-s)2+(y-t)2= r2 
case1: 產生1 圓 1線 交點

       y= bx+c  …………(1)
       (x-s)2+(y-t)2= r2  …………(2)

代入  (x-s)2+ (bx+c-t) 2= r2   x的二次式

(若是x= c就解y ) 

case2: 產生2 圓 交點

      (x-s)2+(y-t)2= r2 ……(1)
        (x-u)2+(y-v)2= w2……(2)

相减  2(u-s)x+2(v-t)y= (r2-w2)+(u2- s2)+(v2-t2)……(3)
回到case1……二次式

步驟二：畫直線

case1: 兩線相交

      一次式

其他case與前重複

得到點之後的連線長度：

(a.b)(構造的點)

(x,y)原本有的點

長度：√(x-a)2+(y-b)2
同樣是degree 2的代數數

因此我們得到一個結論：這些步驟產生新的代數體都是前一個代數體的2n擴張
Def: a∈R is constructible iff ∃R> K1>K2…>Kn>Q , [Ki：K(i-1)]= 2
因此，我們的問題就變的trivial了

Proof of nonconstructible:
(1)

cos3θ= 4cos3θ- 3cosθ

that is to solve  4x3- 3x= cos3θ choose 3θ=π/3

             4x3- 3x+ (1/2)= 0   ……………irreducible

              [Q(cosπ/3)：Q] = 3         contradiction(不是2的羃次)
(2)√π:超越數………不是2的羃次
(3)∛2 : degree=3……不是二的羃次

                                                                   □

因此我們就得到我們所知道的。不可作圖的性質。
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