Boolean Algebra
b92201036@ntu.edu.tw

前言

Boolean Algebra是英國數學家George Boole(喬治‧布爾，1815~1864)的偉大發明。我希望可以讓大家了解她是什麼，更重要地，透過她來體驗一些抽象代數的美學。
「５＋２＝７」這個結果是算術上的常識，任何清楚明白１到１０是什麼的小孩都有能力發現這個算式，５個蘋果和２個蘋果放在一起，就變成７個蘋果，這是非常具象的事實。
「５＋２＝２＋５」這也是算術上的常識。從這個特例和其他類似的算式中，我們可以發現「ｘ＋ｙ＝ｙ＋ｘ」這個規則。
你有沒有想過，也許我們可以把事情倒過來做：不是從運算的結果中歸納出規則，而是先定義出運算的規則再來找出運算的結果。試著這麼想：ｘ、ｙ只不過是任意符號，按照某種運算組合在一起。至於所謂的加法、乘法或是其他任何可能的運算，則由人來決定，一切都只是抽象的假設。
定義與公理

Boolean Algebra是這樣的：有一個集合K，有二元運算加法「+」和乘法「*」，並滿足以下公理(小寫字母代表K中任意的元素)：
· 封閉律​：a+b是K的元素。

a*b是K的元素。
· 結合律：（a+b)+c = a+(b+c)。

(a*b)*c = a*(b*c)。
· 交換律：a+b = b+a。

a*b = b*a。
· 分配律：(a+b)*c = (a*c)+(b*c)。

(a*b)+c = (a+c)*(b+c)。
· 單位元：有一個元素叫作「0」，對於所有a，a+0 = a。

有一個元素叫作「1」，對於所有a，a*1 = a。

0和1是不同的元素。
· 補元：對於任何的a，有一個a'滿足方程組a+x = 1，a*x = 0。
定理
· 單位元唯一存在。
(若對於所有a，a+x = a，則x = 0；若對所有a，a*y = a，則y =1。)
· 補元唯一存在。
(若a+x = 1，a*x = 0，則x = a'。)

· a+a'b = a+b，a(a'+b) = ab。

· (ab)' = a'+b'，(a+b)' = a'b'。

· 運算表
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把戲

二元運算#定義如下：對於K中所有a、b，a#b = (a+b)'。則：

· a' = a#a。

· a+b = (a#b)#(a#b)。

· a*b = (a#a)#(b#b)。
應用～邏輯函數、閘、卡諾圖
小明有爸爸、媽媽、哥哥和妹妹。他們家處理事情的規矩是：如果父母意見一致，就照父母的意思，如果父母的意見不合，就讓三兄妹投票表決。今晚他們家要決定吃火鍋還是烤肉，五人的抉擇和最後的決定之間有什麼關係？
習題

· 如果集合A上有一種關係「(」滿足
(1)a ( a。
(2)若a ( b且b ( a則a = b。
(3)若a ( b且b ( c則a ( c。
則稱A是一個半序集。試問：如何定義「(」可以使K成為一個半序集？
(註：若A又滿足(4)a ( b或b ( a至少成立一個，則稱A是一個全序集。)

· 定義a&b = (ab)'，能玩什麼把戲？
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