穩定配對問題

主講：劉俊宏
前言：
    在現今社會中，每個人都有選擇自己喜歡對象的權利。假設在一個n男n女的聯誼會中，如果每個人都對異性排出一個喜好程度表(我們假設每個人只喜歡異性)，例如：
	
	
	
	
	

	A
	w
	x
	y
	z

	B
	x
	z
	w
	y

	C
	x
	w
	y
	z

	D
	y
	x
	z
	w


	
	w
	x
	y
	z

	
	D
	B
	D
	C

	
	C
	A
	C
	B

	
	A
	D
	B
	A

	
	B
	C
	A
	D


其中A,B,C,D代表男生，w,x,y,z代表女生，

就A而言，他喜歡對方的程度是w>x>y>z，

就w而言，他喜歡對方的程度是D>C>A>B
為了節省空間，我們可以把2個表合併起來為：
	
	w
	x
	y
	z

	A
	w,D
	x,B
	y,D
	z,C

	B
	x,C
	z,A
	w,C
	y,B

	C
	x,A
	w,D
	y,B
	z,A

	D
	y,B
	x,C
	z,A
	w,D


在每個人都表明自己的”志願”之後，我們是否可以為他們找到一組穩定的配對方式呢？也就是說，如果A,w被配在一對，C,y被配在一對，就不可以發生A喜歡y勝過w，而且y喜歡A勝過C的情形(也就是說，我知道你喜歡我，你也知道我喜歡你，但是我們都選擇了一個不喜歡的人)。

這個問題，稱作「穩定配對(stable matching)問題」

我們用比較數學的方式來描述

定義：
(1) 一個配對(matching) M 是一個集合，其中的元素都是這種形式的數對(order pair) (A,a)其中A為男，a為女。 i.e. 
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，且每一男至多只配一女，每一女至多只配一男。
(2) 一個完美配對是一個配對，而且每一男恰好配一女，每一女也恰好配一男。

(3) 若一個配對中有一男m和一女w，使得m喜歡w勝過他喜歡現在的對象，而且w也喜歡m勝過他喜歡現在的對象，則稱這是一個不穩定的配對。

(4) 若一個完美配對不是不穩定的配對，則稱這是一個穩定配對。

以之前的例子來看，{(A,z), (B,x), (C,w), (D,y)}就是一穩定配對，但是{(A,z), (B,x), (C,w), (D,w)}不是一個配對，當然就不是穩定配對；而{(A,z), (B,x), (C,w)}雖然是配對，但卻不是完美配對；至於{(A,x), (B,z), (C,w), (D,y)}雖然是個完美配對，但卻不是個穩定配對，因為B喜歡x勝過他現在的對象z，而且x喜歡B勝過他現在的對象A。
現在我們有個疑問，是不是只要給定志願表，就一定可以找出穩定配對呢？

如果有穩定配對，那要怎麼找呢？當然，我們可以列出 n! 種完美配對後，在一一檢查是否為穩定配對。

事實上，給定任何一個志願表，都會存在穩定配對，而下面這個有效率的演算法保證可以得到一個穩定配對。

求婚演算法(proposal algorithm)：(也稱作Gale-Shapley algorithm)

  首先，每個男人都去向其最喜歡的人求婚，如果說每一個女生都恰好被一個人生求婚，那就停止，如果某一個女生被2個以上的男生求婚，則取該女生比較喜歡的人。接下來，被拒絕的男生們去向其第2喜歡的女生求婚，若女方在此可以選擇這次比較好的對象而拒絕前一次的對象，以此類推。
以上面的例子為例：
{(A,w), (B,x), (C,x), (D,y)}

=>{(A,w), (B,x), (C,w), (D,y)}

=>{(A,x), (B,x), (C,w), (D,y)}

=>{(A,y), (B,x), (C,w), (D,y)}

=>{(A,z), (B,x), (C,w), (D,y)}

值得注意的是，隨著一次次求婚，男方的對象他會越來越不喜歡，女方的對象會越來越喜歡。

但儘管如此，這還是會得到一個對男方最有利的穩定配對M，也就是不會有另一個穩定配對M’，使得M’中每個男人的對象都比M中的好或相同。

現在我們來證明這個演算法必然會得到一組穩定配對：

  我們需要證明2件事，一是證明這演算法會結束，二是證明此演算法會得到穩定配對。
  首先，先證明這個演算法一定會結束。因為經過一次又一次的求婚，沒有老婆的男人會越來越少，而且每個男人最多求婚n次。如果有一男被所有的女人拒絕，表示拒絕他的人都已經有對象了，也就是說，已經有n個男人已被配對，但是因為男女人數一樣多，矛盾。所以當演算法結束時，必然會得到一組配對。
  接下來證明得到的這組配對必然是穩定配對。假設配對中的(m,w)與(M,W)造成不穩定，則表示m喜歡W勝過w，而且W喜歡m勝過M。但是，既然演算法得到這樣的結果，表示m曾向W求婚，但被W拒絕了，所以m才會去向其他比較不喜歡的人求婚，所以說，W應該要喜歡她的對象勝過m，但這得到了矛盾。所以，此演算法必然生成一個穩定配對。▓
剛剛我們在執行求婚演算法的時候，是讓男方主動出擊去向女方求婚，但若現在讓女方主動出擊，會發生麼事呢？

{(D,w), (B,x), (D,y), (C,z)}
=>{(C,w), (B,x), (D,y), (C,z)}

=>{(C,w), (B,x), (D,y), (B,z)}

=>{(C,w), (B,x), (D,y), (A,z)}

得到了和先前一樣的結果。
難道說，穩定配對是唯一的嗎？

我們再看看下面這個例子：

	
	w
	x
	y
	Z

	A
	w,A
	x,A
	y,B
	z,D

	B
	x,B
	y,C
	z,A
	w,C

	C
	w,C
	y,B
	z,D
	x,B

	D
	y,D
	x,D
	w,C
	z,A


由男方主動：

{(A,w), (B,x), (C,w), (D,y)}

=>{(A,w), (B,x), (C,y), (D,y)}

=>{(A,w), (B,x), (C,z), (D,y)}

由女方主動：
{(A,w), (A,x), (B,y), (D,z)}

=>{(A,w), (C,x), (B,y), (D,z)}

我們得到了2個不同的穩定配對，可見得穩定配對不一定會是唯一的。

我們再來看看接下來的例子：

	
	1
	2
	3
	4
	…
	2*n-1
	2*n

	1
	1,2
	2,1
	…
	…
	…
	…
	…

	2
	2,1
	1,2
	…
	…
	…
	…
	…

	3
	3,4
	4,3
	…
	…
	…
	…
	…

	4
	4,3
	3,4
	…
	…
	…
	…
	…

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	2*n-1
	2n-1,2n
	2n,2n-1
	…
	…
	…
	…
	…

	2*n
	2n,2n-1
	2n-1,2n
	…
	…
	…
	…
	…


現在有2n男2n女，每列的數字代表男，每行的數字代表女，其中的”…”表示我們不關心的內容
那麼，
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是一組穩定配對，
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亦是一組穩定配對，
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還是一組穩定配對…
所以說，我們可以得到
[image: image9.wmf]n
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種穩定配對。

(註：在參考資料2中，給了一個有效率的方法來找出”所有”的穩定配對)
那，有沒有可能只有一種穩定配對呢？

定理：

如果女方的每個人的喜好都一樣，則只會有一組穩定配對。

證明：可參考參考資料2▓
所以，穩定配對也有可能是唯一的。

(註：事實上，穩定配對的種數必為2的冪次方。詳見參考資料2)
剛剛我們的志願表都是填滿的，那如果沒有填滿呢？(像是除了xxx我誰都不嫁，或是除了xxx誰都可以)

看看下面的例子：

	
	
	
	
	

	A
	y
	
	
	

	B
	z
	
	
	

	C
	x
	w
	y
	z

	D
	y
	z
	
	


	
	w
	X
	y
	z

	
	D
	B
	D
	C

	
	C
	C
	C
	B

	
	A
	D
	
	A

	
	
	A
	
	D


這找不到完美配對。(by Hall’s condition)

下一個例子：

	
	
	
	
	

	A
	x
	
	
	

	B
	x
	z
	w
	

	C
	x
	w
	y
	z

	D
	y
	x
	
	


	
	w
	x
	y
	z

	
	D
	B
	D
	C

	
	C
	C
	C
	B

	
	A
	D
	
	A

	
	
	A
	
	D


儘管這有完美配對，但因為A一定要配x，所以D一定要配y，但不論B配誰，x與B皆喜歡其對象，所以這並沒有穩定配對。
再看另一個例子：
	
	
	
	
	

	A
	d
	
	
	

	B
	b
	d
	a
	

	C
	a
	b
	c
	d

	D
	c
	b
	
	


	
	a
	b
	c
	d

	
	D
	B
	D
	C

	
	C
	C
	C
	B

	
	A
	D
	
	A

	
	
	A
	
	D


這有穩定配對：
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到底什麼時候才會有穩定配對呢
我們試著藉由下列的方式把不完整的表補成完整的表：

1. 多加一個男人V，一個女人v

2. 除了V之外，每個男人在現有的志願表的第一個空白處補上v

3. 除了v之外，每個女人在現有的志願表的第一個空白處補上V

4. 除了V之外，每個男人在剩下的空白處任意補上原本不在他選擇範圍的女人

5. 除了v之外，每個女人在剩下的空白處任意補上原本不在她選擇範圍的男人

6. V最不喜歡v，前面的位置隨便填

7. v最不喜歡V，前面的位置隨便填

例：
	
	
	
	
	

	A
	x
	
	
	

	B
	x
	z
	w
	

	C
	x
	w
	y
	z

	D
	y
	x
	
	


	
	w
	x
	y
	z

	
	D
	B
	D
	C

	
	C
	C
	C
	B

	
	A
	D
	
	A

	
	
	A
	
	D


變成
	
	
	
	
	
	

	A
	x
	v
	w
	y
	z

	B
	x
	z
	w
	v
	y

	C
	x
	w
	y
	z
	v

	D
	y
	x
	v
	w
	z

	V
	w
	x
	y
	z
	V


	
	w
	x
	y
	z
	v

	
	D
	B
	D
	C
	C

	
	C
	C
	C
	B
	B

	
	A
	D
	V
	A
	A

	
	B
	A
	A
	D
	D

	
	V
	V
	B
	V
	V


如此一來，又形成一個完整的志願表了
引理：
  如果有2組穩定配對 M與M’，
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則 (1) m與w不會都比較喜歡M中的對象勝過M’
   (2) m與w其中一人比較喜歡M中的對象，另一人則較喜歡M’中的對象

證明：
(1) 如果m與w都比較喜歡M中的結果，那麼在M’中m, w會使得M’不穩定，所以，2人中至多只有一人較滿意M的結果。

(2) 假設
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X為較滿意M’’的結果的男人們的集合，
          X’ 為較滿意M’’’ 的結果的男人們的集合，

          Y為較滿意M’’的結果的女人們的集合，

          Y’ 為較滿意M’’’ 的結果的女人們的集合。

以M’’的觀點來看，由(1)的結果可得，
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 ，否則根據鴿籠原理，一定會存在在M’’中配在一起的一對男女，同時都喜歡M’’的結果。同理，
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所以，
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且所有屬於X的男人在M中的對象必屬於Y’，
[image: image20.wmf]'

Y

X

=

，這表示，Y’的對象也一定在X中。同理，所有屬於Y的女人在M中的對象必屬於X，且Y’的對象也一定在X中。所以，m與w其中一人比較喜歡M中的對象，另一人則較喜歡M’中的對象。▓
定理：
(1) 如果存在一組穩定配對使得V配到v，則所有的stable matching中，V的對象都是v

(2) 在不完整的志願表下，存在穩定配對若且唯若 改良後的志願表的穩定配對把V配到v

證明：
(1) 由引理可得

(2) 
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將原本不完整志願表的穩定配對，補上(V,v)，根據改良志願表的原則，不會產生不穩定的情形。
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根據(1)，所有的穩定配對都會把V,v配在一起，所以由求婚演算法得到的穩定配對也會把V,v配在一起，而且根據求婚演算法的原則，既然V,v被配在一起，則每個男人都選擇在v之前的對象，而這些對象也都是在不完整的表中允許的配對，所以我們在不完整的志願表下也得到一個穩定配對。▓
甚至有以下的結果：
如果志願表是不完整的，則不管是哪一組穩定配對，有被配對的都是一樣的人。
換句話說，男方可被分為2類，一定會被配對的與一定不會被配對的；女方亦如此。

證明：可見參考資料2▓
還有沒有其他的推廣呢？

如果現在不是男女的配對問題，而是考生與學校的配對呢？或者說是客人與餐廳的配對。也就是說，有一方可以同時與另一方的多個人配對。
以下皆用「客人」與「餐廳」的語言來說。
在此，假設每個客人對每一家餐廳都有排定喜好順序，每家餐廳也都對每位客人有喜好順序，而且所有餐廳能容納的人數不少於需要被配對的總人數。
在這裡，穩定配對的定義為：

(1) 所有人都配到一家餐廳

(2) 不會有一位客人和一家餐廳沒被配在一起，但是這客人喜歡該餐廳勝過他現在的對象，而且這餐廳喜歡該客人勝過它現在店裡的某一位客人，或是這家餐廳還沒客滿。
那要如何找到穩定配對呢？
方法一：

如果某一家餐廳可以容納q人，則將該餐廳拆成q間，每間只能容納一人，並且這q家餐廳對客人的喜好都與原來這家相同。

對所有的餐廳都這樣做，並且將每位客人的志願表中的餐廳也拆成這些小餐廳。

例如：客人A,B ， 餐廳x,y，其中餐廳x可容納2人，餐廳y可容納3人

    原來的志願表：

A：x  y
B：y  x
x：A  B

y：B  A

         變成：

A：x1  x2  y1  y2  y3

B：y1  y2  y3  x1  x2

x1：A  B

x2：A  B

y1：B  A

y2：B  A

y3：B  A

  如此一來，這就變成原先一男配一女的情形了，所以，我們可以使用Gale-Shapley algorithm得解。
方法二：(以餐廳為取向的演算法)
只要某家餐廳r還有空位，而且該餐廳的志願表中有客人沒被分到餐廳r，就做下列的事情：

在這r的志願表中沒被分到r的所有客人中，選出r最喜歡的客人c。
把c配到r，如果c已被配對，則將其對象改成r。

對於c的志願表中的每一家排在r後面的餐廳，把c與該餐聽從彼此的志願表中移除。
例如：
A：z x y
B：y x z 

C：x z y
x：A C B
y：C A B
z：B C A
{(A,x)}  A：z 

B：y x z 

C：x z y

x：C B

y：C B

z：B C A
{(A,x),(C,x)}   A：z 

B：y x z 

C：

x：B

y：B

z：B A
{(A,x),(C,x),(B,x)}  A：z 

B：y

C：

x：

y：B

z：A
{(A,x),(C,x),(B,y)}  A：z 

B：

C：

x：

y：

z：A
{(A,z),(C,x),(B,y)}  A： 

B：

C：

x：

y：

z：

所以{(A,z),(C,x),(B,y)}就是一組穩定配對。
方法三：(以客人為取向的演算法)

只要某客人c還沒被配到餐廳，而且c的志願表不是空的，就做下列的事情：

在c現有的志願表中選一家c最喜歡的餐廳r。

如果r已經客滿了就把r最不喜歡的客人趕走。

把c配到r。

如果r客滿了，對於r現在已被配到的客人中選一個最不喜歡的人u。

對於r的志願表中每一位排在u後面的人，把u與該餐廳從彼此的志願表中移除。

例如：

A：z x y

B：z x y 

C：z y x

x：A C B

y：C A B

z：B A C
{(A,z)}  A：x y

B：z x y 

C：z y x

x：A C B

y：C A B

z：B A C
{(A,z),(B,z)}  A：x y

B：x y 

C：z y x
x：A C B

y：C A B

z：B A C
{(A,z),(B,z),(C,z)}  A：x y

B：x y 

C：y x

x：A C B

y：C A B

z：B A C
定理：

這3個方法都可以得到穩定配對。

證明：可見參考資料2▓
**************
用stable matching來解Dinitz猜想
Dinitz猜想：
  任何m*m的方陣，每一格有m種數字可以填入，是否存在一種填法，使得每一行、每一列都不會出現相同的數字。
如果每一格可以填入的數字都是1~m
那麼這就是著名的拉丁方陣

對於任何m都可以有像下圖的解
	1
	2
	3
	…
	m

	2
	3
	4
	…
	1

	3
	4
	5
	…
	2

	…
	…
	…
	…
	…

	m
	1
	2
	…
	m-1


參考資料：

1. Stable marriage and its relation to other combinatorial problems : an introduction to the mathematical analysis of algorithms / Donald E. Knuth,    American Mathematical Society, 1997
2. The stable marriage problem : structure and algorithms / Dan Gusfield and Robert W. Irving ,  Cambridge, Mass. : MIT Press, c1989
3. http://www.math.ntu.edu.tw/~gjchang/courses/2005-09-graph-theory/inform.html
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