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5 積分
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5.3 微積分基本定理
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微積分基本定理

微積分基本定理之所以被稱為基本定理，這個定理的重要性
在於它連結了微分學跟積分學，並且給出了微分與積分之間
明確的關係。

微積分基本定理分成兩個部分。其中的第一個部分，是處理
類似這樣的函數

其中 f(x) 是定義在 [a, b] 上的連續函數， x 是在 [a, b] 之間
的變數。

考慮到給定任意在 [a, b] 之間的數 x ，上述的積分便可以算
出一個值指定給 g(x) ，因此這樣的形式的確是一個函數。
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微積分基本定理

先考慮 f(x) 是正值函數，此時 g(x) 也就代表著 f(x) 圖形底下
從 a到 x 的面積。很自然的可以想像 g(x) 的數值是隨著 x

連續變動的。

圖一
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範例一

考慮 f(x) 如圖二，定義 試求 g(0), g(1), g(2), 

g(3), g(4), g(5) 的值，接著刻劃 g(x) 的值。

圖二
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範例一 / 解

首先由積分性質， . 

接著從圖三可以看出， g(1) 是圖中三角形的

面積：

=    (1  2) = 1

再來計算 g(2) ，我們便考慮 g(1) 再加上 x = 1 ~ 2 間矩形

的面積

= 1 + (1  2) = 3

圖三 (a)

圖三 (b)
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範例一 / 解

接著 x = 2 ~ 3 的面積我們只能用估算的，

若以 1.3來估計，則

對於 x  3, f(x) 為負，因此計算積分我們

需要倒扣在 x軸底下的面積：

cont’d

圖三 (c)

圖三 (d)

 3 + 1.3 = 4.3

 4.3 + (–1.3) = 3.0
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範例一 / 解

因此我們連接這些點，大概可以刻劃

出 g(x) 的圖形。

另外注意到，由於在 x ≤ 3 的時候，

f(x) 為正值，因此 g(x) 在 x ≤ 3 的

地方均為遞增。而在 x > 3 之後，

f(x)轉負，則 g(x) 在 x > 3 為遞減。

cont’d

圖三 e

 3 + (–1.3) = 1.7

圖四
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微積分基本定理

我們再多做一些觀察。

考慮 f(t) = t ， a = 0 。我們計算積分可知

反過來對積分的結果微分可得到 g(x) = x ，可以發現 g = f。
換句話說，我們以積分 f(t)的形式定義 g(x)，最後得知 g(x) 

是 f(t) 的一個反導函數。

若我們考慮前一個範例一之中估計得到的 g(x) ，微分之後也
大致上可以得到原來 f(x)的圖形。

圖二
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微積分基本定理

於是我們或許可以猜測，積分後得到的 g(x) ，是否跟 f(x)的
反導函數有關係？

我們先考慮 f(x)  0 的情況，同樣定義 來試
著解釋這個現象。

為了計算 g(x) ，我們先從微分的定義來觀察：給定 h  0 ，
g(x + h) – g(x) 也就是從 x 到 x + h 之間的面積，如下右圖。

圖一 圖五
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微積分基本定理

對於足夠小的 h ，我們可以觀察到 g(x+h) – g(x) 這一塊小區
域大概接近高度是 f(x) ，寬度為 h的長方塊。於是有

g(x + h) – g(x)  hf(x)

因此

所以直覺上，我們會有這樣的事情
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微積分基本定理

從圖形上的直覺，我們大概對積分與反導函數之間的關係有
了一些感覺。事實上這件事情對任意連續的 f(x) 均成立，便
是所謂的微積分基本定理：

用萊布尼茲的符號，這個基本定理可以改寫為：
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微積分基本定理

粗略的來說，微積分基本定理的第一定理表示，一個函數的
積分是原函數的反導函數。

也就是「積分」與「微分」為反運算。
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範例二

求 對 x 的導數。

解:

由於 是連續函數，由微積分基本定理的第
一定理，可知道
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範例三

我們再來看一個例子，雖然 這樣形式的函數

似乎比較奇怪，但這種函數常在物理或者化學中常出現。

例如菲涅爾函數 (Fresnel function) ：

是以法國物理學家 Augustin Fresnel 命名的。

這個函數第一次出現在菲涅爾在光波的散射理論之中，在現

代也能應用在最佳化路線設計當中。
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範例三

微積分基本定理的第一定理告訴我們菲涅爾函數的導數為

S(x) = sin(x2/2)

這表示我們可以利用微分學中一次導數、二次導數檢驗來分

析 S(x) 的行為。

圖七的 f(x) 是 sin(x2/2) 的圖形，

計算 f(x) 的積分，便可以大致上刻

劃 S 的圖形。

cont’d

圖七
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範例三

我們利用電腦可以計算非常多個 x值的面積值，用來刻劃更
詳細的 S 的圖形。

圖八是更大範圍的 S(x) 的函數圖形。

cont’d

圖八
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微積分基本定理

在重複一次，微積分基本定理第一部分，是知道「積分是微
分的反運算」。

接著微積分基本定理的第二部分，主要是反過來利用已知的
反導函數，來估算一個函數的定積分值。我們先介紹定理的
敘述：
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微分與積分互為反運算
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微分與積分互為反運算

若已知 F (x) = f(x) ，由微積分基本定理的第二定理可知

這個表示若我們已知一個函數 F(x) ，微分後再積分則可以得

到接近原本 F(x) 的函數，但是形式是 F(b) – F(a) ，積分上

界減去積分下界的形式。

雖然形式有點差別，不過大致上即是：積分與微分互為反運

算。

第一定理：積分便是原本函數的反導函數；

第二定理：微分後再積分會得到接近原本函數的函數。


