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�� ��習題解答 8.3.11.

令 Z = X + Y , 和課本的推導方式相同, 可得

fZ(t) =

ˆ t

0

βm

Γ(m)
(t− s)m−1e−β(t−s) · βn

Γ(n)
sn−1e−βs ds

=
βm+ne−βt

(m− 1)!(n− 1)!

ˆ t

0
(t− s)m−1sn−1 ds

=
βm+ne−βt

(m− 1)!(n− 1)!
· (m− 1)!(n− 1)!

(m + n− 1)!
tm+n−1

=
βm+n

Γ(m + n)
tm+n−1e−βt

正好是 Γ(m + n, β) 分配.

8.4 Poisson 分配與指數分配

8.4.1 Poisson 分配�� ��習題解答 8.4.1.

(1) P(k, T ) =
(λT )k

k!
e−λT , 所以

∞∑

k=0

P(k, T ) =

∞∑

k=0

(λT )k

k!
e−λT = e−λT

∞∑

k=0

(λT )k

k!
= e−λT · eλT = 1

(2) PX(k) =
mk

k!
e−m, 則

E(X) = 1 · m
1!

e−m + 2 · m
2

2!
e−m + 3 · m

3

3!
e−m + 4 · m

4

4!
e−m + · · ·

= me−m
(
1 + m +

m2

2!
+

m3

3!
+ · · ·

)
= me−m · em = m

E(X2) = 12 · m
1!

e−m + 22 · m
2

2!
e−m + 32 · m

3

3!
e−m + 42 · m

4

4!
e−m + · · ·

= me−m
(
1 + 2m + 3

m2

2!
+ 4

m3

3!
+ · · ·

)

= me−m
(
1 + (m + m) + (

m2

2!
+ 2

m2

2!
) + (

m3

3!
+ 3

m3

3!
) + · · ·

)

= me−m
(
(1 + m +

m2

2!
+

m3

3!
+ · · · ) + m(1 + m +

m2

2!
+

m3

3!
+ · · · )

)

= me−m · (em + mem) = m + m2

Var(X) = E(X2)− E(X)2 = m + m2 −m2 = m

1
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�� ��習題解答 8.4.2.

P(Y = k) = P(X1 + X2 = k) =

k∑

i=0

P(X1 = i) · P(X2 = k − i)

=
k∑

i=0

mi

i!
e−m · mk−i

(k − i)!
e−m = e−2m

k∑

i=0

mk

i!(k − i)!

=
e−2mmk

k!

k∑

i=0

k!

i!(k − i)!
=

e−2mmk

k!

( k∑

i=0

Ck
i

)
=

e−2mmk

k!
· 2k

=
(2m)k

k!
e−2m

�� ��習題解答 8.4.3.

比較相鄰兩點的 P(k) 如下:

P(k + 1)− P(k) =
mk+1

(k + 1)!
e−m − mk

k!
e−m =

mke−m

(k + 1)!
(m− (k + 1))

所以若 m 不是自然數, 則

P(k) > P(k − 1) ⇔ P(k)− P(k − 1) > 0 ⇔ k < m

P(k) > P(k + 1) ⇔ P(k + 1)− P(k) < 0 ⇔ k > m− 1

如果 k∗ 是 m− 1 與 m 之間的唯一自然數, 則由上得

P(0) < P(1) < · · · < P(k∗ − 1) < P(k∗) > P(k∗ + 1) > P(k∗ + 2) > · · ·

若 m 是自然數, 可檢查 P(m− 1) = P(m), 其他皆類似得

P(0) < P(1) < · · · < P(m− 2) < P(m− 1) = P(m) > P(m + 1) > · · ·

結論皆正確.

8.4.2 指數分配�� ��習題解答 8.4.4.

PZ(k) =
∑

i+j=k

mi

i!
e−m · l

j

j!
e−l =

k∑

i=0

mi

i!
e−m · lk−i

(k − i)!
e−l

=

k∑

i=0

k!

i!(k − i)!
milk−i e

−(m+l)

k!
=

e−(m+l)

k!

k∑

i=0

(Ck
i m

ilk−i)

=
(m + l)k

k!
e−(m+l)
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�� ��習題解答 8.4.5.

由上習題易知 PZ(k) = (nm)k

k! e−nm.

�� ��習題解答 8.4.6.

如第三節例,

fZ(t) =

ˆ t

0
λe−λ(t−s) · λe−λs ds = λ2

ˆ t

0
e−λt = λ2te−λt, t > 0

�� ��習題解答 8.4.7.

(1) 用數學歸納法於 Un = X1 + · · ·+ Xn. 當 n = 1 顯然正確；現假設 n = k 成立, 即

fUk
(t) =

λk

(k − 1)!
tk−1e−λt

現考慮 Uk+1 = Uk + Xk+1 = Uk + X, 則當 t > 0,

fZ(t) =
´ t
0 fX(t− s)fU (s) ds =

ˆ t

0
λe−λ(t−s) · λk

(k − 1)!
sk−1e−λs ds

=
λk+1

(k − 1)!
e−λt

ˆ t

0
sk−1 ds =

λk+1

(k − 1)!
e−λt · t

k

k
=

λk+1

(k)!
tke−λt

(2) 令 Y = Z
n , 由前節習題知 fY (t) = nfZ(nt). 但已證

fZ(t) =
λn

(n− 1)!
tn−1e−λt

所以

fY (t) = n · λn

(n− 1)!
(nt)n−1e−λnt =

(nλ)n

(n− 1)!
tn−1e−(nλ)t

此即 Γ(n, nλ) 分配.

�� ��習題解答 8.4.8.

(1) m = 1, P(k) = 1
k!e

−1, k = 0, 1, · · · ⇒ P(1) = e−1 ≈ 0.368.
(2) 因為平均 1 頁 1 個錯誤, 所以平均 4 頁有 4 個錯誤, 取 m = 4:

P(k) =
4k

k!
e−4, k = 0, 1, · · · ⇒ P(4) =

44

4!
e−4 =

32

3
e−4 ≈ 0.195

2
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�� ��習題解答 8.4.9.

由題意知, 10 天平均發生約 10
30 × 10 = 10

3 次（假設一個月 30 天）. 故

P(k) =
(10

3 )k

k!
e− 10

3 , k = 0, 1, · · · ⇒ P(1) =
10

3
e− 10

3 ≈ 0.119

�� ��習題解答 8.4.10.

(1) 1
2e− t

2 , t > 0. 此為 Γ(1, 1
2) 分配.

(2) 已知 Γ(1, 1
2) + Γ(1, 1

2) ∼ Γ(2, 1
2). 所以 fZ(t) =

(1
2)2

Γ(1)
te− t

2 =
1

4
te− t

2 , 得

ˆ ∞

6
te− t

2 dt = lim
b→∞

1

4

ˆ b

6
t d(−2e

t
2 )

= lim
b→∞

1

4

[
−2te− t

2 |b6 + 2

ˆ b

6
e− t

2 dt

]

=
1

4
(12e−3 + 2 lim

b→∞
(−2e− t

2 |b6)

= 3e−3 + e−3

= 4e−3 ≈ 0.2

(3)
ˆ ∞

0

ˆ ∞

t

1

3
e− t

3 · 1
2
e− s

2 ds dt =
1

6

ˆ ∞

0
e− t

3 (−2e− s
2 )|∞t dt

=
1

3

ˆ ∞

0
e− t

3 · e− t
2 dt

=
1

3
· 6
5
· (−1)(e−( 1

3
+ 1

2
)t|∞0 )

=
2

5

若設甲為 m 分鐘, 乙為 n 分鐘, 則同樣情境問題之答案為
ˆ ∞

0

ˆ ∞

t

1

m
e− t

m · 1
n

e− s
n ds dt =

1

m

ˆ ∞

0
e− t

m · (e− s
n )|∞t dt

=
1

m

ˆ ∞

0
e− t

m · e− t
n dt

=
1

m
· 1

1
m + 1

n

· (−1)(e−( 1
m

+ 1
n

)t|∞0 )

=
n

m + n
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8.4.3 應用: 可靠性�� ��習題解答 8.4.11.

由課本, 串聯部分為

RL̂(t) = R1(t) · · ·Rn(t) = e
− n

µ
t

E(L̂) =

ˆ ∞

0
RL̂(t) dt =

ˆ ∞

0
e
− n

µ
t
dt = lim

b→∞
− µ

n
e
− n

µ
t|b0 =

µ

n

並聯部分為:

RL̂(t) = 1− (1− e
− t

µ )n

E(L̂) =

ˆ ∞

0
RL̂(t) dt =

ˆ ∞

0
1− (1− e

− t
µ )n dt

ω=1−e
− t

µ

= µ

ˆ 1

0

1− ωn

1− ω
dω = µ

ˆ 1

0
1 + ω + · · ·+ ωn−1 dω

= (1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
)µ�� ��習題解答 8.4.12.

(1) 串聯可靠度為 e− t
6 · e− t

6 = e− t
3 . 由上習題知並聯之平均壽命為 3 · (1 + 1

2) = 4.5(月).
(2) 因為 R(t) = 1− (1− e− t

3 )(1− e− t
3 ) = 2e− t

3 − e− 2
3
t. 所以

f(t) = −R′(t) =
2

3
e− t

3 − 2

3
e− 2

3
t =

2

3
e− t

3 (1− e− t
3 )

8.5 常態分配

8.5.1 常態分配�� ��習題解答 8.5.1.

令 Z = X + Y , 由 習題 8.3.8 知:

fZ(t) =
1√

2π(σ2
1 + σ2

2)
e
− (t−(µ1+µ2))2

2(σ2
1+σ2

2)

因此 Z = X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2).

3


