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7.2 一階微分方程

7.2.1 總說

�� ��習題解答 7.2.1.

(1) 任給一點 (t0, y0), 設 y0 = Ceλt0 ⇒ C =
y0

eλt0
, 代入得 y =

y0

eλt0
· eλt0 = y0e

λ(t−t0), 此即
所求曲線.

(2) 假設有 C1 ̸= C2, 使得 (t̂, ŷ) 是相應兩解曲線的交點, 則 ŷ = C1e
λt̂ 且 ŷ = C2e

λt̂, 但
C1e

λt̂ = y = C2e
λt̂ ⇒ C1 = C2, 與假設矛盾, 因此任兩解曲線不可相交.

�� ��習題解答 7.2.2.

(1) 若 t0 > 0, 任給 (t0, y0), 假設 y0 = ln t0 + C ⇒ C = y0 − ln t0, 代入原式可整理得
y = ln t + y0 − ln t0, 此即所求曲線. 同理若 t0 < 0, 則 y = ln(−t) + y0 − ln(−t0) 即過

(t0, y0) 之解曲線.
(2) t = 0 兩側的解曲線當然不相交, 考慮 t > 0, 假設有 C1 ̸= C2, 使得 (t̂, ŷ) 是相應兩解

曲線的交點, 則 ŷ = ln t̂ + C1 且 ŷ = ln t̂ + C2, 但 ln t̂ + C1 = ln t̂ + C2 ⇒ C1 = C2,
與假設矛盾, 因此任兩解曲線不可相交.

7.2.2 分離變數法

7.2.3 一階線性微分方程�� ��習題解答 7.2.3.

(1) y′ = y2(1− y), 則 y = 0 與 y = 1 是解, 除此之外

y′

y2(1− y)
= 1 ⇒

ˆ

1

y
+

1

y2
+

1

(1− y)2
dy =

ˆ

1 dt

⇒ ln |y| − 1

y
− ln |1− y| = t + C

⇒ ln
∣∣∣ y

1− y

∣∣∣− 1

y
= t + C

y(t) 以隱函數的形式出現在上式.
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(2) y′ = y(y2 − 1), 則 y = 0, y = 1, y = −1 是解, 除此之外

y′

y(y2 − 1)
= 1 ⇒

ˆ −1

y
+

1
2

y − 1
+

1
2

y + 1
dy =

ˆ

1 dt

⇒ − ln |y|+ 1

2
ln |y2 − 1| = t + C

⇒ ln
∣∣∣
√
|y2 − 1|
|y|

∣∣∣ = t + C

⇒
√
|y2 − 1|
|y| = eC · et

若再詳解, 可得: (其中 C > 0)

y =





1√
1−Ce2t

, 1 < y; 1√
1+Ce2t

, 0 < y < 1

− 1√
1+Ce2t

, −1 < y < 0; − 1√
1−Ce2t

, y < −1

(3) y′ = −ty, 則 y = 0 是解, 除此之外

y′

y
= −t ⇒

ˆ

1

y
dy =

ˆ

−t dt ⇒ ln |y| = − t2

2
+ C

⇒ |y| = eCe− t2

2

所以 y = C2e
− t2

2 , C2 ∈ R

(4) y′ = y2, 則 y = 0 是解, 除此之外

y′

y2
= 1⇒

ˆ

1

y2
dy =

ˆ

1 dt⇒ −1

y
= t + C ⇒ y = − 1

t + C

(5) y′ = y2t− y2 = (t− 1)y2, 則 y = 0 是解, 除此之外

y′

y2
= t− 1 ⇒

ˆ

1

y2
dy =

ˆ

t− 1 dt

⇒ −1

y
=

t2

2
− t + C ⇒ y =

−1
t2

2 − t + C

(6) y′ = t
y2 , 則

y2 · y′ = t ⇒
ˆ

y2 dy =

ˆ

t dt

⇒ y3

3
=

t2

2
+ C ⇒ y = (

3

2
t2 + C)

1
3

依題意 y ̸= 0.
(7) y′ = t(1 + y2), 則

y′

1 + y2
= t ⇒

ˆ

1

1 + y2
dy =

ˆ

t dt

⇒ tan−1 y =
t2

2
+ C ⇒ y = tan(

t2

2
+ C)
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(2) y′ = y(y2 − 1), 則 y = 0, y = 1, y = −1 是解, 除此之外

y′

y(y2 − 1)
= 1 ⇒

ˆ −1

y
+

1
2

y − 1
+

1
2

y + 1
dy =

ˆ

1 dt

⇒ − ln |y|+ 1

2
ln |y2 − 1| = t + C

⇒ ln
∣∣∣
√
|y2 − 1|
|y|

∣∣∣ = t + C

⇒
√
|y2 − 1|
|y| = eC · et

若再詳解, 可得: (其中 C > 0)

y =





1√
1−Ce2t

, 1 < y; 1√
1+Ce2t

, 0 < y < 1

− 1√
1+Ce2t

, −1 < y < 0; − 1√
1−Ce2t

, y < −1

(3) y′ = −ty, 則 y = 0 是解, 除此之外

y′

y
= −t ⇒

ˆ

1

y
dy =

ˆ

−t dt ⇒ ln |y| = − t2

2
+ C

⇒ |y| = eCe− t2

2

所以 y = C2e
− t2

2 , C2 ∈ R

(4) y′ = y2, 則 y = 0 是解, 除此之外

y′

y2
= 1⇒

ˆ

1

y2
dy =

ˆ

1 dt⇒ −1

y
= t + C ⇒ y = − 1

t + C

(5) y′ = y2t− y2 = (t− 1)y2, 則 y = 0 是解, 除此之外

y′

y2
= t− 1 ⇒

ˆ

1

y2
dy =

ˆ

t− 1 dt

⇒ −1

y
=

t2

2
− t + C ⇒ y =

−1
t2

2 − t + C

(6) y′ = t
y2 , 則

y2 · y′ = t ⇒
ˆ

y2 dy =

ˆ

t dt

⇒ y3

3
=

t2

2
+ C ⇒ y = (

3

2
t2 + C)

1
3

依題意 y ̸= 0.
(7) y′ = t(1 + y2), 則

y′

1 + y2
= t ⇒

ˆ

1

1 + y2
dy =

ˆ

t dt

⇒ tan−1 y =
t2

2
+ C ⇒ y = tan(

t2

2
+ C)

7.2. 一階微分方程 245

(8) y′ = t tan y, 由題意知 y ̸= π
2 + nπ. 又 y = nπ, n ∈ Z 都是解, 除此之外

y′

tan y
= t ⇒

ˆ

cot y dy =

ˆ

t dt

⇒ ln | sin y| = t2

2
+ C ⇒ | sin y| = eC · e t2

2

因此 sin y = C2 · e
t2

2 , 但因為 e
t2

2 ≥ 1, 所以 C2 ∈ [−1, 1].
(9) y′ = ey sin t, 則

y′

ey
= sin t ⇒

ˆ

e−y dy =

ˆ

sin t dt

⇒ −e−y = − cos t + C ⇒ y = − ln(cos t− C)

當然 t, C 要滿足 cos t− C > 0 的條件, 尤其 C < 1.

�� ��習題解答 7.2.4.

(1) y′ = 1− y
t ⇒ y′ + 1

t y = 1,
´

1
t dt = ln |t|+ C, 取 e

´

1
t

dt 為 eln t = t, 則

(t · y)′ = t · 1 ⇒ y =
1

t

ˆ

t dt =
1

t
(
t2

2
+ C) =

t

2
+

C

t

(2) y′ + y = sin t,
´

1 dt = t + C, 取 e
´

1 dt 為 et, 則

(et · y)′ = sin t · et ⇒ y = e−t

ˆ

et sin t dt

但由第三章結果知

ˆ

et dt sin t = et · − cos t + sin t

2
+ C, 解得

y = e−t
(
et · − cos t + sin t

2
+ C

)
=
− cos t + sin t

2
+ Ce−t

(3) y′ − ty = t,
´

−t dt = − t2

2 + C, 取 e
´

−t dt 為 e− t2

2 , 則

(e− t2

2 · y)′ = e− t2

2 · t⇒ y = e
t2

2

ˆ

te− t2

2 dt = e
t2

2 (−e− t2

2 + C) = −1 + Ce
t2

2

(4) y′ + ln t y = ln t ,
´

ln t dt = t ln t− t + C, 取 e
´

ln t dt 為 et ln t−t, 則

(et ln t−t · y)′ = (et ln t−t) · ln t ⇒ y = e−(t ln t−t)

ˆ

(et ln t−t) · ln t dt

但
ˆ

(et ln t−t) · ln t dt =

ˆ

et ln t−t d(t ln t− t) = et ln t−t + C

解得

y = e−(t ln t−t)(eet ln t−t
+ C) = 1 + Ce−(t ln t−t)
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(5) y′ − 3
t y = 1,

´

−3
t dt = −3 ln |t|+ C, 取 e

´

− 3
t

dt 為 t−3, 則

(t−3 · y)′ = t−3 · 1 ⇒ y = t3
ˆ

t−3 dt = t3(− t−2

2
+ C) = − t

2
+ Ct3

但 y(1) = 2, 所以 −1
2 + C = 2 ⇒ C = 5

2 ⇒, 解得 y(t) = − t
2 + 5

2 t3.
(6) y′ + 2ty = 4t,

´

2t dt = t2 + C, 取 e
´

2t dt 為 et2 , 則

(et2 · y)′ = et2 · 4t ⇒ y = e−t2
ˆ

4tet2 dt = e−t2(2et2 + C) = 2 + Ce−t2

又 y(0) = 5, 則 2 + C = 5⇒ C = 3, 所以解得 y = 2 + 3e−t2

�� ��習題解答 7.2.5.

V ′(t) =

√
g

α
· 2
√

gαe−2
√

gαt(1 + e−2
√

gαt) + 2
√

gαe−2
√

gαt(1− e−2
√

gαt)

(1 + e−2
√

gαt)2

=

√
g

α
· 4
√

gαe−2
√

gαt

(1 + e−2
√

gαt)2
=

4ge−2
√

gαt

(1 + e−2
√

gαt)2

g − αv2 = g − α
(√ g

α

1− e−2
√

gα t

1 + e−2
√

gα t

)2
= g ·

(
1−

(1− e−2
√

gα t

1 + e−2
√

gα t

)2)

= g · 2 · 2 · e−2
√

gαt

(1 + e−2
√

gαt)2
=

4ge−2
√

gαt

(1 + e−2
√

gαt)2

兩式相同.�� ��習題解答 7.2.6.

P ′ = λP 1+ϵ, 則 P = 0 是無用之正確解, 除此之外

P ′

P 1+ϵ
= λ ⇒

ˆ P

P0

1

P 1+ϵ
dP =

ˆ t

t0

λ dt

⇒ P ϵ

ϵ

∣∣∣
P

P0

= λ(t− t0)⇒
P ϵ − P ϵ

0

ϵ
= λ(t− t0)

⇒ P (t) =
(
P ϵ

0 + ϵλ(t− t0)
) 1

ϵ

�� ��習題解答 7.2.7.

(1) 需求函數 PD(x) 滿足 P ′
D(x) < 0, 由題意知

PD(x)

x
· 1

−P ′
D(x)

= α ⇒ P ′
D(x)

PD(x)
=
−1

αx
⇒ ln PD(x) = − ln x

α
+ C

⇒ PD(x) = C2 · x− 1
α , 其中 C2 = eC > 0
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(5) y′ − 3
t y = 1,

´

−3
t dt = −3 ln |t|+ C, 取 e

´

− 3
t

dt 為 t−3, 則

(t−3 · y)′ = t−3 · 1 ⇒ y = t3
ˆ

t−3 dt = t3(− t−2

2
+ C) = − t

2
+ Ct3

但 y(1) = 2, 所以 −1
2 + C = 2 ⇒ C = 5

2 ⇒, 解得 y(t) = − t
2 + 5

2 t3.
(6) y′ + 2ty = 4t,

´

2t dt = t2 + C, 取 e
´

2t dt 為 et2 , 則

(et2 · y)′ = et2 · 4t ⇒ y = e−t2
ˆ

4tet2 dt = e−t2(2et2 + C) = 2 + Ce−t2

又 y(0) = 5, 則 2 + C = 5⇒ C = 3, 所以解得 y = 2 + 3e−t2

�� ��習題解答 7.2.5.

V ′(t) =

√
g

α
· 2
√

gαe−2
√

gαt(1 + e−2
√

gαt) + 2
√

gαe−2
√

gαt(1− e−2
√

gαt)

(1 + e−2
√

gαt)2

=

√
g

α
· 4
√

gαe−2
√

gαt

(1 + e−2
√

gαt)2
=

4ge−2
√

gαt

(1 + e−2
√

gαt)2

g − αv2 = g − α
(√ g

α

1− e−2
√

gα t

1 + e−2
√

gα t

)2
= g ·

(
1−

(1− e−2
√

gα t

1 + e−2
√

gα t

)2)

= g · 2 · 2 · e−2
√

gαt

(1 + e−2
√

gαt)2
=

4ge−2
√

gαt

(1 + e−2
√

gαt)2

兩式相同.�� ��習題解答 7.2.6.

P ′ = λP 1+ϵ, 則 P = 0 是無用之正確解, 除此之外

P ′

P 1+ϵ
= λ ⇒

ˆ P

P0

1

P 1+ϵ
dP =

ˆ t

t0

λ dt

⇒ P ϵ

ϵ

∣∣∣
P

P0

= λ(t− t0)⇒
P ϵ − P ϵ

0

ϵ
= λ(t− t0)

⇒ P (t) =
(
P ϵ

0 + ϵλ(t− t0)
) 1

ϵ

�� ��習題解答 7.2.7.

(1) 需求函數 PD(x) 滿足 P ′
D(x) < 0, 由題意知

PD(x)

x
· 1

−P ′
D(x)

= α ⇒ P ′
D(x)

PD(x)
=
−1

αx
⇒ ln PD(x) = − ln x

α
+ C

⇒ PD(x) = C2 · x− 1
α , 其中 C2 = eC > 0
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