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(2) f(x, y) = 2x+y. |∇f | =
√

22 + 12 =
√

5是常數, 等高線間隔很均勻, 符合常數的感覺.

f(x, y) = x2 + y2. |∇f | =
√

(2x)2 + (2y)2 = 2
√

x2 + y2. 在等高線 x2 + y2 = C 上, 各
點的 |∇f | = 2

√
C, 反映此圖形的旋轉對稱特質, 各點的緩陡性質或疏密狀態相同. 但

若考慮不同的等高線, 會發現 C 越大, 曲面越陡（等高線越密集）, 而此時 |∇f | =
√

C

也越大.

�� ��習題解答 5.4.3.

由於梯度和等高線 f(x, y) = C 垂直, 考慮等高線上一點 (x0, y0), 則

∇f(x0, y0) = (
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0))

為過 (x0, y0) 切線之法向量, 因此切線方程式為

∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) = 0

�� ��習題解答 5.4.4.

圖形可見本章第一節.
(1) f(x, y) = x2− y2 ⇒ ∇f(x, y) = (2x,−2y). 考慮等高線 x2− y2 = C 上一點 (x0, y0),
由第二章習題知, 過該點的切線方程為 x0x − y0y = C, 其法向量正好和梯度向量
(2x0,−2y0) 同向. 所以梯度和等高線垂直.

(2) |∇f(x, y)| = 2
√

x2 + y2, 反映了離原點越遠, 其圖形越陡（等高線越密）的事實.
(3) 在 (0, 0), ∇f(0, 0) = (0, 0), 因此和 x = y = 0 與 x− y = 0 的確都「垂直」（從內積

觀點）, 不算有矛盾. 當然從一般的幾何觀點, 同時垂直於這兩線是不可能的, 所以
在一開頭的假設就排除了梯度為零向量的情形.

�� ��習題解答 5.4.5.

圖形可見本章第一節.
(1) f(x, y) = x2 ⇒ ∇f(x, y) = (2x, 0). 考慮等高線 x = C 上一點 (C, y0), 過該點的切
線就是 x = C, 其法向量 (1, 0) 正好和梯度 (2C, 0) 同向. 所以梯度和等高線垂直.

(2) |∇f(x, y)| = 2
√

x2 + 02 = 2|x|, 在等高線 x = C 上 |∇f(x, y)| = 2|C| 是常數, 這反
映了柱面平移對稱的性質, 等高線上每一點的陡度相同（疏密相同）. 但若考慮不同
等高線, 則當 |C| 越大則曲面越陡（等高線越密）, 同時 |∇f | 也越大.

(3) x = 0 是等高線, 垂直方向明顯是 (1, 0) 方向, 但 ∇f(0, t) = (0, 0), 這反映了對任何
方向方向導數皆為 0 的極平緩結果. 從這種觀點來說, 垂直方向不見得陡.
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�� ��習題解答 5.4.6.

A B C D E

1 2

4
3

5
6

0

‒ 4
‒ 5

‒ 2
‒ 1

‒ 3

‒ 6

�� ��習題解答 5.4.7.

(1) ∇f = (yexy, xexy), u⃗ = (
1√
2
,

1√
2
),

∂f

∂u⃗
= ∇f(0, 0) · u⃗ = (0, 0) · ( 1√

2
,

1√
2
) = 0

(2) ∇f = (3x2,−2y), u⃗ = (
3

5
,
4

5
),

∂f

∂u⃗
= ∇f(2, 2) · u⃗ = (12,−4) · (3

5
,
4

5
) = 4

(3) ∇f = (
y

y2 + x2
,
−x

y2 + x2
), u⃗ = (

1

2
,

√
3

2
),

∂f

∂u⃗
= ∇f(1, 1) · u⃗ = (

1

2
,
−1

2
) · (1

2
,

√
3

2
) =

1−
√

3

4

(4) ∇f = (
2x

x2 + y4
,

4y3

x2 + y4
), u⃗ = (

−2√
5
,

1√
5
),

∂f

∂u⃗
= ∇f(1, 0) · u⃗ = (2, 0) · (−2√

5
,

1√
5
) = − 4√

5

(5) ∇f = (2x + z,−2y, x), u⃗ = (
1√
6
,

1√
6
,

2√
6
),

∂f

∂u⃗
= ∇f(1, 2, 1) · u⃗ = (3,−4, 1) · ( 1√

6
,

1√
6
,

2√
6
) =

1√
6

(6) ∇f = (z cos xz,
1

z
,
−y

z2
+ x cos xz), u⃗ = (

2√
14

,
1√
14

,
3√
14

),

∂f

∂u⃗
= ∇f(π, 2, 2) · u⃗ = (2,

1

2
,
−1

2
+ π) · ( 2√

14
,

1√
14

,
3√
14

) =
3 + 3π√

14
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�� ��習題解答 5.4.8.

(1, 1) 方向的單位向量為 (
1√
2
,

1√
2
); (−1, 1) 方向的單位向量為 (− 1√

2
,

1√
2
). 若令

A = ∂f
∂x (a, b), B = ∂f

∂y (a, b), 由題意知




(A,B) · ( 1√
2
,

1√
2
) =

A√
2

+
B√
2

= 1

(A,B) · (− 1√
2
,

1√
2
) =
−A√

2
+

B√
2

= 2

解得 A = −
√

2

2
, B =

3
√

2

2
, 故 ∇f(a, b) = (−

√
2

2
,
3
√

2

2
)�� ��習題解答 5.4.9.

(1)
∂f

∂x
= 2x ⇒ ∂f

∂x
(
1

2
,
1

2
,

1√
2
) = 1

∂f

∂y
= 2y ⇒ ∂f

∂y
(
1

2
,
1

2
,

1√
2
) = 1

∂f

∂z
= 2z ⇒ ∂f

∂z
(
1

2
,
1

2
,

1√
2
) =
√

2

方程式為 1(x− 1

2
) + 1(y − 1

2
) +
√

2(z − 1√
2
) = 0, 即 x + y +

√
2z = 2.

(2)
∂f

∂x
= yz ⇒ ∂f

∂x
(1, 2, 2) = 4

∂f

∂y
= xz ⇒ ∂f

∂y
(1, 2, 2) = 2

∂f

∂z
= xy ⇒ ∂f

∂z
(1, 2, 2) = 2

方程式為 4(x− 1) + 2(y − 2) + 2(z − 2) = 0, 即 2x + y + z = 6.
(3)

∂f

∂x
= y cos xy ⇒ ∂f

∂x
(π,

1

6
, π) =

√
3

12
∂f

∂y
= x cos xy + z cos yz ⇒ ∂f

∂y
(π,

1

6
, π) =

√
3π

∂f

∂z
= y cos yz ⇒ ∂f

∂z
(π,

1

6
, π) =

√
3

12

方程式為

√
3

12
(x− π) +

√
3π(y − 1

6
) +

√
3

12
(z − π) = 0, 即 x + 12πy + z = 4π.
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�� ��習題解答 5.4.8.
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2
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2
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6
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6
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�� ��習題解答 5.4.8.
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(
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2
,
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2
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2
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2
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) +
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2
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√
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(2)
∂f

∂x
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∂x
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= y cos xy ⇒ ∂f

∂x
(π,

1

6
, π) =

√
3
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∂f

∂y
= x cos xy + z cos yz ⇒ ∂f

∂y
(π,

1

6
, π) =

√
3π

∂f

∂z
= y cos yz ⇒ ∂f

∂z
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1

6
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3
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3
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√
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6
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√
3
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(4)

∂f

∂x
=

yz

1 + x2y2z2
⇒ ∂f

∂x
(2,

1

3
,
3

2
) =

1

4

∂f

∂y
=

xz

1 + x2y2z2
⇒ ∂f

∂y
(2,

1

3
,
3

2
) =

3

2

∂f

∂z
=

xy

1 + x2y2z2
⇒ ∂f

∂z
(2,

1

3
,
3

2
) =

1

3

方程式為
1

4
(x− 2) +

3

2
(y − 1

3
) +

1

3
(z − 3

2
) = 0, 即 3x + 18y + 4z = 18.

�� ��習題解答 5.4.10.

在定理 5.4.2(2) 的證明中. 由連鎖法則知

∇f(a, b) · (x′(0), y′(0)) = 0

其中 (x′(0), y′(0)) 為過 (a, b) 點等高線的切向量. 取 u⃗ = (x′(0), y′(0))√
(x′(0))2+(y′(0)2)

, 則沿等高線
切線的方向導數為

∂f

∂u⃗
(a, b) = ∇f(a, b) · u⃗ =

∇f(a, b) · (x′(0), y′(0))√
(x′(0))2 + (y′(0)2)

= 0

5.5 高階偏導數與泰勒展開式

5.5.1 高階偏導數�� ��習題解答 5.5.1.

(1)

∂f

∂x
= yexy,

∂f

∂y
= xexy

∂2f

∂x2
= y2exy

∂2f

∂x ∂y
=

∂2f

∂y ∂x
= exy + xyexy

∂2f

∂y2
= x2exy

2


