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4.3 常用函數的泰勒展式

4.3.1 ex, sin x 與 cos x�� ��習題解答 4.3.1.

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · ·

< 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · 1

2n
+ · · ·

= 1 +
1

1− 1
2

= 3

�� ��習題解答 4.3.2.

由課本知

|e− Pn(1)| = |e− (1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
)|

≤ e · 1
(n + 1)!

≤ 3

(n + 1)!

現希望誤差小於 1
10000 , 取 n 滿足

3

(n + 1)!
≤ 1

10000
⇒ (n + 1)! ≥ 30000

取 n = 7 即可.

�� ��習題解答 4.3.3.

f(x) = cos x, 則

1 = f(0) = −f ′′(0) = f (4)(0) = · · · = (−1)nf (2n)(0) = · · ·

0 = f ′(0) = f (3)(0) = · · · = f (2n+1)(0) = · · ·

由泰勒定理

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ (−1)k x2k

(2k)!
+ R2k+1(x)

其中

|R2k+1(x)| = | sin ξ

(2k + 1)!
x2k+1| ≤ |x|2k+1

(2k + 1)!

因此 lim
k→∞

R2k+1(x) = 0, 故得

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ (−1)k x2k

(2k)!
+ · · ·
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�� ��習題解答 4.3.4.

( eαx

α2 + β2
(α cos βx + β sin βx)

)′

=
α · eαx

α2 + β2
(α cos βx + β sin βx) +

eαx

α2 + β2
(−αβ sin βx + β2 cos βx)

=
eαx

α2 + β2
(α2 cos βx + β2 cos βx) = eαx cos βx

( eαx

α2 + β2
(−β cos βx + α sin βx)

)′

=
α · eαx

α2 + β2
(−β cos βx + α sin βx) +

eαx

α2 + β2
(β2 sin βx + αβ cos βx)

=
eαx

α2 + β2
(α2 sin βx + β2 sin βx) = eαx sin βx

4.3.2 二項式展開�� ��習題解答 4.3.5.

依新定義

Cm
n =

m(m− 1) · · · (m− n + 1)

n!
=

m(m− 1) · · · (m− n + 1) · (m− n)!

n! · (m− n)!

=
m!

n!(m− n)!

和原定義相同.�� ��習題解答 4.3.6.

(1) 第一種作法: 因為 cot−1 x + tan−1(x) = π
2 , 又已知

tan−1 x ∼ x− x3

3
+

x5

5
+ · · ·

所以

cot−1 x =
π

2
− tan−1(x) =

π

2
− (x− x3

3
+

x5

5
+ · · · )

第二種作法: 因為 (cot−1 x)′ = −1
1+x2 ∼ −1 + x2 − x4 + · · · , 但

ˆ x

0

−1

1 + x2
dx = cot−1 x− cot−1 0 = cot−1 x− π

2
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所以

⇒ cot−1 x =
π

2
+

ˆ x

0

−1

1 + x2
dx ∼ π

2
+

ˆ x

0
(−1 + x2 − x4 + · · · ) dx

=
π

2
− x +

x3

3
− x5

5
+ · · ·

(2) x sin x ∼ x(x− x3

3!
+

x5

5!
+ · · · ) = x2 − x4

3!
+

x6

5!
+ · · ·

(3) e−x2 ∼ 1 +
(−x2)

1!
+

(−x2)2

2!
+

(−x2)3

3!
+ · · · = 1− x2 +

x4

2!
− x6

3!
+ · · ·

(4) 由

ex ∼ 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

e−x ∼ 1− x

1!
+

x2

2!
− x3

3!
+ · · ·

所以
ex − e−x

2
∼ x +

x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·

(5) 用三角恆等式

sin2 x =
1− cos 2x

2
=

1

2
− cos 2x

2

=
1

2
− 1

2

(
1− (2x)2

2!
+

(2x)4

4!
− (2x)6

6!
+ · · ·

)

= x2 − 23

4!
x4 +

25

6!
x6 + · · ·

注意：若用 sin x = x− x3

3! + · · · 自乘會很難計算.

(6) sin x2 = (x2)− (x2)3

3!
+

(x2)5

5!
+ · · · = x2 − x6

2!
+

x10

5!
+ · · ·

(7) cos
√

x = 1− (
√

x)2

2!
+

(
√

x)4

4!
− (
√

x)6

6!
+ · · · = 1− x

2!
+

x2

4!
− x3

6!
+ · · ·

(8)
√

1 + x3 = (1 + x3)
1
2 ∼ 1 + C

1
2
1 (x3) + C

1
2
2 (x3)2 + C

1
2
3 (x3)3 · · ·

= 1 +
1

2
x3 − 1

8
x6 +

1

16
x9 + · · ·

(9)

√
x + 4 =

√
4(1 +

x

4
) = 2

√
1 +

x

4

= 2
(
1 + C

1
2
1 (

x

4
) + C

1
2
2 (

x

4
)2 + C

1
2
3 (

x

4
)3 + · · ·

)

= 2 +
x

4
− x2

64
+

x3

512
+ · · ·

1
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所以
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π

2
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2
+

ˆ x

0
(−1 + x2 − x4 + · · · ) dx

=
π

2
− x +

x3

3
− x5

5
+ · · ·

(2) x sin x ∼ x(x− x3

3!
+

x5

5!
+ · · · ) = x2 − x4

3!
+

x6

5!
+ · · ·

(3) e−x2 ∼ 1 +
(−x2)

1!
+

(−x2)2

2!
+

(−x2)3

3!
+ · · · = 1− x2 +

x4

2!
− x6

3!
+ · · ·

(4) 由

ex ∼ 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

e−x ∼ 1− x

1!
+

x2

2!
− x3

3!
+ · · ·

所以
ex − e−x

2
∼ x +

x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·

(5) 用三角恆等式

sin2 x =
1− cos 2x

2
=

1

2
− cos 2x

2

=
1

2
− 1

2

(
1− (2x)2

2!
+

(2x)4

4!
− (2x)6

6!
+ · · ·

)

= x2 − 23

4!
x4 +

25

6!
x6 + · · ·

注意：若用 sin x = x− x3

3! + · · · 自乘會很難計算.

(6) sin x2 = (x2)− (x2)3

3!
+

(x2)5

5!
+ · · · = x2 − x6

2!
+

x10

5!
+ · · ·

(7) cos
√

x = 1− (
√

x)2

2!
+

(
√

x)4

4!
− (
√

x)6

6!
+ · · · = 1− x

2!
+

x2

4!
− x3

6!
+ · · ·

(8)
√

1 + x3 = (1 + x3)
1
2 ∼ 1 + C

1
2
1 (x3) + C

1
2
2 (x3)2 + C

1
2
3 (x3)3 · · ·

= 1 +
1

2
x3 − 1

8
x6 +

1

16
x9 + · · ·

(9)

√
x + 4 =

√
4(1 +

x

4
) = 2

√
1 +

x

4

= 2
(
1 + C

1
2
1 (

x

4
) + C

1
2
2 (

x

4
)2 + C

1
2
3 (

x

4
)3 + · · ·

)

= 2 +
x

4
− x2

64
+

x3

512
+ · · ·
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所以
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5
+ · · ·
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+ · · ·
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(−x2)
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+
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+ · · ·
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+
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√
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+ · · ·
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2
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2
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2
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8
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16
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√
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√
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= 2
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(10) 第一種作法: 因為 cos−1 x + sin−1(x) =
π

2
, 又已知

sin−1 x ∼ x +
x3

6
+

3

40
x5 + · · ·

所以

cos−1 x =
π

2
− sin−1(x) =

π

2
− (x +

x3

6
+

3

40
x5 + · · · )

第二種作法:

(cos−1 x)′ =
−1√
1− x2

∼ −(1−C
−1
2

1 x2 + C
−1
2

2 x4 −C
−1
2

3 x6 + · · · )

但
ˆ x

0

−1√
1− x2

dx = cos−1 x− cos−1 0 = cos−1 x− π

2

所以

cos−1 x =
π

2
+

ˆ x

0

−1√
1− x2

dx

∼ π

2
+

ˆ x

0
−(1−C

−1
2

1 x2 + C
−1
2

2 x4 −C
−1
2

3 x6 + · · · ) dx

=
π

2
− x + C

−1
2

1

x3

3
−C

−1
2

2

x5

5
+ · · ·

=
π

2
− x− x3

6
− 3

40
x5 + · · ·

�� ��習題解答 4.3.7.

(1) 令 f(x) = ex, 利用類似 x = 0 的餘項估計, 可知

ex = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + · · ·

= ea + ea(x− a) +
ea

2!
(x− a)2 + · · ·+ ea

n!
(x− a)n + · · ·

(2) 令 x = t + a, 代入上式得

et+a = ea + eat +
ea

2!
t2 + · · ·+ ea

n!
tn + · · ·

= ea(1 + t +
t

2!
+ · · ·+ tn

n!
+ · · · ) = ea · et
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�� ��習題解答 4.3.8.

(1) 令 f(x) = sin x, 利用類似 x = 0 的餘項估計, 可知

sin x = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + · · ·

= sin a + cos a(x− a)− sin a

2!
(x− a)2 +−cos a

3!
(x− a)3 + · · ·

(2) 令 x = t + a, 代入上式得

sin(t + a) = sin a + cos at− sin a

2!
t2 − cos a

3!
t3 +

sin a

4!
t4 + · · ·

= sin a(1− t2

2!
+

t4

4!
t4 + · · · ) + cos a(t− t3

3!
+

t5

5!
+ · · · )

= sin a cos t + cos a sin t�� ��習題解答 4.3.9.

將 sin x 對 x = π 展開到二次項. 由泰勒定理知

sin x = sin π + cos π(x− π)− sin π

2!
(x− π)2 − cos ξ

3!
(x− π)3

= (π − x)− cos ξ

3!
(x− π)3

代 x = a, 得 |a + sin a− π| =
∣∣− cos ξ

3!
(x− π)3

∣∣ ≤ |a− π|3
6

<
ϵ3

6
.

�� ��習題解答 4.3.10.

(1) 已知 eiθ = cos θ + i sin θ, e−iθ = cos(−θ) + i sin(−θ) = cos θ − i sin θ, 故

eiθ + e−iθ

2
=

(cos θ + i sin θ) + (cos θ − i sin θ)

2
= cos θ

eiθ − e−iθ

2i =
(cos θ + i sin θ)− (cos θ − i sin θ)

2i = sin θ

(2) 已知 eiθ = cos θ + i sin θ,

(eiθ)′ = (cos θ + i sin θ)′ = − sin θ + i cos θ = i · (cos θ + i sin θ) = ieiθ

�� ��習題解答 4.3.11.

因為

3
√

999 = 3
√

1000− 1 =
3

√
1000(1− 1

1000
) = 10 · 3

√
(1− 1

1000
)

2


