
4.2 泰泰泰勒勒勒定定定理理理

114 第 4 章 函數的逼近

�� ��習題解答 4.2.2.

若 P (x) 為 n 次多項式函數, 則 P (x) = Pn(x), 其中 Pn(x) 為 P (x) 在 x = a 的 n 階泰

勒多項式. （因為 P (k)(a) = P
(k)
n (a), k = 0, 1, · · · , n 給了 n + 1 個條件, 可以決定一個

n 次多項式）

P (x) = x3 − 2x2 + 10x + 5 ⇒ P (1) = 14

P ′(x) = 3x2 − 4x + 10 ⇒ P ′(1) = 9

P ′′(x) = 6x− 4 ⇒ P ′′(1) = 2

P ′′′(x) = 6 ⇒ P ′′′(1) = 6

所以

P (x) = Pn(x) = 14 + 9(x− 1) + 2
2!(x− 1)2 + 6

3!(x− 1)3

= 14 + 9(x− 1) + (x− 1)2 + (x− 1)3

�� ��習題解答 4.2.3.

由題意知 ak =
f (k)(a)

k!
, bk =

g(k)(a)

k!
, 令和函數 f(x) + g(x) 為 h(x) , 則

h(k)(x) = f (k)(x) + g(k)(x). 因此

h(x) ∼
∞∑

k=0

h(k)(a)

k!
(x− a)k =

∞∑

k=0

f (k)(a) + g(k)(a)

k!
(x− a)k =

∞∑

k=0

(ak + bk)(x− a)k

即

f(x) + g(x) ∼ (a0 + b0) + (a1 + b1)(x− a) + · · ·+ (an + bn)(x− a)n + · · ·

�� ��習題解答 4.2.4.

由於 f ′(x) = g(x)⇒ f (k+1)(x) = g(k)(x), 令

Pn+1(x) =

n+1∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k, Qn(x) =

n∑

k=0

g(k)(a)

k!
(x− a)k

則

P ′
n+1(x) =

n+1∑

k=1

k · f (k)(a)

k!
(x− a)k−1 =

n+1∑

k=1

·f (k)(a)

(k − 1)!
(x− a)k−1

j=k−1
=

n∑

j=0

f (j+1)(a)

j!
(x− a)j =

n∑

j=0

g(j)(a)

j!
(x− a)j

= Qn(x)
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由於泰勒展式的前面 n + 1 項就是 Pn(x), 由上面的證明可得

f(x) ∼ a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + · · ·+ an(x− a)n + · · ·
⇒ f ′(x) = g(x) ∼ a1 + 2a2(x− a) + · · ·+ nan(x− a)n−1 + · · ·

�� ��習題解答 4.2.5.

設

f(x) ∼ a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + a3(x− a)3 · · ·+ an(x− a)n + · · ·

與

F (x) ∼ b0 + b1(x− a) + b2(x− a)2 + b3(x− a)3 · · ·+ bn(x− a)n + · · ·

由上一習題知

(bk(x− a)k)′ = k · bk(x− a)k−1 = ak−1(x− a)k−1 ⇒ bk =
ak−1

k
, k = 1, 2, · · ·

當 k = 0 時, b0 = F (a), 所以證得

F (x) ∼ F (a) + a0(x− a) +
a1

2
(x− a)2 +

a2

3
(x− a)3 + · · ·+ an

n + 1
(x− a)n+1 + · · ·

�� ��習題解答 4.2.6.

(1) 底下用數學歸納法證明 F (n)(x) = λn f (n)(λx). 當 n = 1 顯然正確, 假設 n = k 正確,
即

F (k)(x) = λk f (k)(λx), 則

F (k+1)(x) = (F (k)(x))′ = (λk f (k)(λx))′ = λk · f (k+1)(λx) · λ = λk+1 f (k+1)(λx)

(2) 由題意知 an =
f (n)(0)

n!
. 由 (1) 知 F (k)(0) = λnf (k)(0), 則

F (x) ∼ F (0) + F ′(0)x +
F ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ F (n)(0)

n!
xn + · · ·

= f(0) + λf ′(0)x +
λ2f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ λnf (n)(0)

n!
xn + · · ·

= f(0) + f ′(0)(λx) +
f ′′(0)

2!
(λx)2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
(λx)n + · · ·

= a0 + a1(λx) + a2(λx)2 + · · ·+ an(λx)n + · · ·
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設
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F (x) ∼ b0 + b1(x− a) + b2(x− a)2 + b3(x− a)3 · · ·+ bn(x− a)n + · · ·
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k
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(x− a)3 + · · ·+ an

n + 1
(x− a)n+1 + · · ·

�� ��習題解答 4.2.6.

(1) 底下用數學歸納法證明 F (n)(x) = λn f (n)(λx). 當 n = 1 顯然正確, 假設 n = k 正確,
即

F (k)(x) = λk f (k)(λx), 則

F (k+1)(x) = (F (k)(x))′ = (λk f (k)(λx))′ = λk · f (k+1)(λx) · λ = λk+1 f (k+1)(λx)

(2) 由題意知 an =
f (n)(0)

n!
. 由 (1) 知 F (k)(0) = λnf (k)(0), 則

F (x) ∼ F (0) + F ′(0)x +
F ′′(0)
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xn + · · ·

= f(0) + λf ′(0)x +
λ2f ′′(0)
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xn + · · ·

= f(0) + f ′(0)(λx) +
f ′′(0)

2!
(λx)2 + · · ·+ f (n)(0)
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�� ��習題解答 4.2.9.

已知

f(x) ∼ a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anxn + · · ·

令 g(x) = f(λx), 則

g(x) ∼ a0 + a1(λx) + a2(λx)2 + · · ·+ an(λx)n + · · ·

再令 h(x) = g(xm) = f(λxm). 則

f(λxm) = g(xm) = a0 + a1(λxm) + a2(λxm)2 + · · ·+ an(λxm)n + · · ·

�� ��習題解答 4.2.10.

(1) f ′(x) ∼ 1

2
+

4

5
x + · · ·+ n2

n2 + 1
xn−1 + · · ·

(2) f ′′(x) ∼ 4

5
+

18

10
x + · · ·+ n2(n− 1)

n2 + 1
xn−2 + · · ·

(3) 由題意知
ˆ x

0
f(x) dx =

ˆ x

0
1 dx +

ˆ x

0

1

2
x dx +

ˆ x

0

2

5
x2 dx + · · ·+

ˆ x

0

n

n2 + 1
xn dx + · · ·

= x +
1

4
x2 +

2

15
x3 + · · ·+ n

(n + 1)(n2 + 1)
xn+1 + · · ·

(4) x3f(x) ∼ x3 +
1

2
x4 +

2

5
x5 + · · ·+ n

n2 + 1
xn+3 · · ·

(5) f(x4) ∼ 1 +
1

2
x4 +

2

5
x8 + · · ·+ n

n2 + 1
x4n + · · ·

(6) 由題意知
ˆ x3

0
f(x) dx =

ˆ x3

0
1 dx +

ˆ x3

0

1

2
x dx +

ˆ x3

0

2

5
x2 dx + · · ·+

ˆ x3

0

n

n2 + 1
xn dx + · · ·

= x3 +
1

4
x6 +

2

15
x9 + · · ·+ n

(n + 1)(n2 + 1)
x3(n+1) + · · ·

(7) 由 (2) 知

f ′′(x) ∼ 4

5
+

9

5
x + · · ·+ n2(n− 1)

n2 + 1
xn−2 + · · ·

所以

f ′′(x2) ∼ 4

5
+

9

5
x2 + · · ·+ n2(n− 1)

n2 + 1
x2(n−2) + · · ·

最後得

xf ′′(x2) ∼ 4

5
x +

9

5
x3 + · · ·+ n2(n− 1)

n2 + 1
x2n−3 + · · ·
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0
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ˆ x

0
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ˆ x
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1

2
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ˆ x

0

2

5
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n
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2

5
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2

5
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f(x) dx =
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0

1

2
x dx +

ˆ x3

0

2

5
x2 dx + · · ·+
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0

n

n2 + 1
xn dx + · · ·
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1

4
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2

15
x9 + · · ·+ n

(n + 1)(n2 + 1)
x3(n+1) + · · ·

(7) 由 (2) 知

f ′′(x) ∼ 4

5
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9
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�� ��習題解答 4.2.10.

(1) f ′(x) ∼ 1

2
+

4

5
x + · · ·+ n2
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xn−1 + · · ·
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5
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18

10
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0
f(x) dx =

ˆ x

0
1 dx +

ˆ x

0

1

2
x dx +

ˆ x

0

2

5
x2 dx + · · ·+

ˆ x

0

n

n2 + 1
xn dx + · · ·

= x +
1

4
x2 +

2

15
x3 + · · ·+ n

(n + 1)(n2 + 1)
xn+1 + · · ·

(4) x3f(x) ∼ x3 +
1

2
x4 +

2

5
x5 + · · ·+ n

n2 + 1
xn+3 · · ·

(5) f(x4) ∼ 1 +
1

2
x4 +

2

5
x8 + · · ·+ n

n2 + 1
x4n + · · ·

(6) 由題意知
ˆ x3

0
f(x) dx =

ˆ x3

0
1 dx +

ˆ x3

0

1

2
x dx +

ˆ x3

0

2

5
x2 dx + · · ·+

ˆ x3

0

n

n2 + 1
xn dx + · · ·

= x3 +
1

4
x6 +

2

15
x9 + · · ·+ n

(n + 1)(n2 + 1)
x3(n+1) + · · ·
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f ′′(x) ∼ 4

5
+

9

5
x + · · ·+ n2(n− 1)

n2 + 1
xn−2 + · · ·

所以

f ′′(x2) ∼ 4

5
+

9

5
x2 + · · ·+ n2(n− 1)

n2 + 1
x2(n−2) + · · ·
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(8) 由 (1) 知

f ′(x) ∼ 1

2
+

4

5
x + · · ·+ n2

n2 + 1
xn−1 + · · ·

所以

xf ′(x) ∼ 1

2
x +

4

5
x2 + · · ·+ n2

n2 + 1
xn + · · ·

最後得

ˆ x

0
xf ′(x) dx ∼ 1

4
x2 +

4

15
x3 + · · ·+ n2

(n + 1)(n2 + 1)
xn+1 + · · ·

�� ��習題解答 4.2.11.

假設問題中相關之泰勒展式皆和函數相等, 由

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anxn + · · ·

知

xf ′(x) = a1x + 2a2x
2 + · · ·+ nanxn + · · ·

得

ˆ x

0
xf ′(x) dx =

a1

2
x2 +

2a2

3
x3 + · · ·+ nan

n + 1
xn+1 + · · ·

= (1− 1)a0x + (1− 1

2
)a1x

2 + (1− 1

3
)a2x

3

+ · · ·+ (1− 1

n + 1
)anxn+1 + · · ·

= x(a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anxn + · · · )

−(a0x +
a1

2
x2 +

a2

3
x3 + · · ·+ an

n + 1
xn+1 + · · · )

= xf(x)−
ˆ x

0
f(x) dx

4.2.2 泰勒定理�� ��習題解答 4.2.12.

f ′′(a) = 0 則 P2(x) = f(a) 是常數函數, 其圖形是水平直線, 並無法反映原函數的極值或
凹凸性質.

1


