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�� ��習題解答 2.3.2.

(1) 令 E(h) = a0 + a1h + a2h
2 + · · · anhn, 由

lim
h→0

E(h) = 0 ⇒ lim
h→0

(a0 + a1h + a2h
2 + · · · anhn) = a0 = 0

此時
E(h)

h
= a1 + a2h + · · · anhn−1, 再由

lim
h→0

E(h)

h
= 0 ⇒ lim

h→0
(a1 + a2h + · · · anhn−1) = a1 = 0

於是

E(h) = a2h
2 + · · ·+ anhn = h2(a2 + · · ·+ anhn−2)

E(h) 有 h2 的因式.
(2) E(h)

h
= hα−1, 由題意知 lim

h→0
hα−1 = 0 ⇒ α− 1 > 0 ⇒ α > 1.

�� ��習題解答 2.3.3.

圓盤面積 A(x) = πx2, 依題意圓環面積為 A(r + h)−A(r), 由線性逼近得

A(r + h)−A(r)� ≈ A′(r) · h = 2πr · h

�� ��習題解答 2.3.4.

從 x 到 y 「放大」一次, 從 y 到 z 再「放大」一次, 因此總放大率等於

∆z

∆x
=

∆z

∆y
· ∆y

∆x

�� ��習題解答 2.3.5.

(1) 3
√

0.997 = (1 + (−0.003))
1
3 ≈ 1 +

−0.003

3
= 0.999

(2) 3
√

65 = (64 · (1 +
1

64
))

1
3 ≈ 3
√

64 · (1 +
1

3× 64
) = 4 +

1

48
(≈ 4.02)

(3) 由線性逼近知若 f(x) = ln x , 則

ln(1 + h) = f(1 + h) ≈ f(1) + f ′(1)h = ln 1 +
1

1
· h = h

所以

ln 1.003 ≈ 0.003

也可直接用習題 2.3.1 知 ln 1.003 ≈ 1.003− 1 = 0.003.
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(4) 由上題知
ln 0.95 = ln(1 + (−0.05)) ≈ −0.05

(5) 由線性逼近知若 f(x) = tan−1x , 則

tan−1(1 + h) = f(1 + h) ≈ f(1) + f ′(1)h

= tan−11 +
1

2
· h =

π

4
+

h

2

所以

tan−11.03 ≈ π

4
+

0.03

2
=

π

4
+ 0.015 (≈ 0.8)

(6) 由線性逼近知若 f(x) = cos−1x, f ′(x) = − 1√
1− x2

, 則

cos−1(0 + h) = f(0 + h) ≈ f(0) + f ′(0)h

= cos−10− 1

1
· h =

π

2
− h

所以

cos−10.002 ≈ π

2
− 0.002 (≈ 1.569)

�� ��習題解答 2.3.6.

由習題 2.3.1 知 sin(0 + x) ≈ x, 且在 x = 0 附近

cos x =
√

1− sin2 x ≈
√

1− x2 ≈ 1− x2

2

cos x 在 x = 0 的線性逼近為

cos(0 + x) ≈ cos 0− sin 0 · x = 1

前者提供更多資訊.

�� ��習題解答 2.3.7.

令 V (r) = Cr4, 則 ∆V ≈ V ′(r)∆r = 4Cr3∆r

∆V

V
≈ 4Cr3∆r

Cr4
= 4

∆r

r

當管徑擴張或縮小 λ% 時, 血通量會擴張或縮小 (4λ)%.
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�� ��習題解答 2.3.6.

由習題 2.3.1 知 sin(0 + x) ≈ x, 且在 x = 0 附近

cos x =
√

1− sin2 x ≈
√
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�� ��習題解答 2.3.7.

令 V (r) = Cr4, 則 ∆V ≈ V ′(r)∆r = 4Cr3∆r

∆V

V
≈ 4Cr3∆r

Cr4
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r
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�� ��習題解答 2.3.8.

圓盤面積 A(R) = πR2, 則 ∆A ≈ A′(R)∆R = 2πR∆R

∆A

A
≈ 2πR∆R

πR2
= 2

∆R

R

當半徑誤差百分比為 λ% 時, 面積的誤差百分比為 (2λ)%.

�� ��習題解答 2.3.9.

如果 F (x) = Cxn, 則 ∆F
F ≈ n∆x

x . 直接證明如下：

∆F ≈ F ′(x)∆x ⇒ ∆F ≈ nCxn−1∆x

由此可得
∆F

F
≈ nCxn−1∆x

Cxn
= n

∆x

x

�� ��習題解答 2.3.10.

(1) dy = (
√

x)′ dx = 1
2
√

x
dx

(2) dy = (x)′ dx = dx

(3) dy = (ln(−x))′ dx = 1
x dx

(4) dy =
(

ln(x +
√

1 + x2)
)′

dx =
( 1 + 2x

2
√

1+x2

x +
√

1 + x2

)
dx =

1√
1 + x2

dx

�� ��習題解答 2.3.11.

對 sin x 做對 x = 0 的一階逼近的誤差式：

sin(0 + x) = 0 + 1 · x +
− sin ξ

2
x2 ⇒ sin x− x =

− sin ξ

2
x2

但因為

−1 ≤ − sin ξ ≤ 1 ⇒ − x2

2
≤ sin x− x ≤ x2

2

1


