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(3) 對等號兩邊微分

x′ = (tan y)′ ⇒ 1 = sec2 y · y′ ⇒ y′ =
1

sec2 y

對應到 (tan−1x)′ =
1

1 + x2
.

(4) 對等號兩邊微分

x′ = (tan−1y)′ ⇒ 1 =
1

1 + y2
· y′ ⇒ y′ = 1 + y2

對應到 (tan x)′ = sec2 x.

2.2 平均值定理�� ��習題解答 2.2.1.

提示：（1）畫出通過 (a, f(a)), (b, f(b)) 的割線（2）模仿 Rolle 定理, 將割線往左或往右
平行移動（3）看看在 x = a 與 x = b 的範圍內, 是不是一定會跟 f(x) 的函數曲線相切

於 x = ξ （4）檢查一下, 這就是你要找的點.

�� ��習題解答 2.2.2.

(1) 令 f(x) = (1 + x)r, 設 x > 0 由平均值定理知

f(x)− f(0)

x− 0
=

(1 + x)r − 1

x
= r(1 + ξ)r−1, 0 < ξ < x

但是 0 < r < 1⇒ r− 1 < 0, 故 (1 + ξ)r−1 < 1, 所以 r(1 + ξ)r−1 < r, 因此由 x > 0 得

(1 + x)r − 1

x
= r(1 + ξ)r−1 < r ⇒ (1 + x)r < 1 + rx

當 −1 < x < 0 時, 此時 −1 < x < ξ < 0, 因此 (1 + ξ)r−1 > 1 ⇒ r(1 + ξ)r−1 > r, 由
x < 0 得

(1 + x)r − 1

x
= r(1 + ξ)r−1 > r ⇒ (1 + x)r < 1 + rx

(2) 令 f(x) = (1 + x)r, 設 x > 0 由平均值定理知

f(x)− f(0)

x− 0
=

(1 + x)r − 1

x
= r(1 + ξ)r−1, 0 < ξ < x

但是 r < 0 且 (1 + ξ)r−1 < 1, 所以 r(1 + ξ)r−1 > r, 因此由 x > 0 得

(1 + x)r − 1

x
= r(1 + ξ)r−1 > r ⇒ (1 + x)r > 1 + rx2.2. 平均值定理 39

事實上當 −1 < x < 0 時也正確, 此時 −1 < x < ξ < 0, 因此 (1 + ξ)r−1 > 1 ⇒
r(1 + ξ)r−1 < r, 由 x < 0 得

(1 + x)r − 1

x
= r(1 + ξ)r−1 < r ⇒ (1 + x)r > 1 + rx

�� ��習題解答 2.2.3.

(1)
ˆ

1

1 + x2
dx = tan−1x + C

(2)
ˆ

1√
1− x2

dx = sin−1x + C

(3)
ˆ

sin x dx = − cos x + C

�� ��習題解答 2.2.4.

f ′(x) = nxn−1, 由平均值定理

nξn−1 =
bn − an

b− a
=

n−1∑

k=0

ak bn−1−k ⇒ ξ =

(∑n−1
k=0 ak bn−1−k

n

) 1
n−1

�� ��習題解答 2.2.5.

f(x) =
1

x
在 x = 0不連續, 所以只討論 0 < a < b與 a < b < 0的情況. 由 f ′(x) = − 1

x2
,

得

− 1

ξ2
=

1
b − 1

a

b− a
= − 1

ab
⇒ ξ = ±

√
ab

依不同假設得
√

ab, a, b > 0; −
√

ab, a, b < 0

�� ��習題解答 2.2.6.

位移函數 s(t) 是 v(t) 的反導函數, 所以

s(t) =

ˆ

sin t dt = − cos t + C

但由題意, s(0) = 0 ⇒ −1 + C = 0 ⇒ C = 1, 所以 s(t) = 1− cos t, 當 t = π 時, 車子正
好走到最遠點, 距離是 1− cos π = 2.
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事實上當 −1 < x < 0 時也正確, 此時 −1 < x < ξ < 0, 因此 (1 + ξ)r−1 > 1 ⇒
r(1 + ξ)r−1 < r, 由 x < 0 得

(1 + x)r − 1

x
= r(1 + ξ)r−1 < r ⇒ (1 + x)r > 1 + rx

�� ��習題解答 2.2.3.

(1)
ˆ

1

1 + x2
dx = tan−1x + C

(2)
ˆ

1√
1− x2

dx = sin−1x + C

(3)
ˆ

sin x dx = − cos x + C

�� ��習題解答 2.2.4.

f ′(x) = nxn−1, 由平均值定理

nξn−1 =
bn − an

b− a
=

n−1∑

k=0

ak bn−1−k ⇒ ξ =

(∑n−1
k=0 ak bn−1−k

n

) 1
n−1
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f(x) =
1

x
在 x = 0不連續, 所以只討論 0 < a < b與 a < b < 0的情況. 由 f ′(x) = − 1

x2
,

得

− 1

ξ2
=

1
b − 1

a

b− a
= − 1

ab
⇒ ξ = ±

√
ab

依不同假設得
√

ab, a, b > 0; −
√

ab, a, b < 0
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位移函數 s(t) 是 v(t) 的反導函數, 所以

s(t) =

ˆ

sin t dt = − cos t + C

但由題意, s(0) = 0 ⇒ −1 + C = 0 ⇒ C = 1, 所以 s(t) = 1− cos t, 當 t = π 時, 車子正
好走到最遠點, 距離是 1− cos π = 2.
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事實上當 −1 < x < 0 時也正確, 此時 −1 < x < ξ < 0, 因此 (1 + ξ)r−1 > 1 ⇒
r(1 + ξ)r−1 < r, 由 x < 0 得

(1 + x)r − 1

x
= r(1 + ξ)r−1 < r ⇒ (1 + x)r > 1 + rx

�� ��習題解答 2.2.3.

(1)
ˆ

1

1 + x2
dx = tan−1x + C

(2)
ˆ

1√
1− x2

dx = sin−1x + C

(3)
ˆ

sin x dx = − cos x + C

�� ��習題解答 2.2.4.

f ′(x) = nxn−1, 由平均值定理

nξn−1 =
bn − an

b− a
=

n−1∑

k=0

ak bn−1−k ⇒ ξ =

(∑n−1
k=0 ak bn−1−k

n

) 1
n−1

�� ��習題解答 2.2.5.

f(x) =
1

x
在 x = 0不連續, 所以只討論 0 < a < b與 a < b < 0的情況. 由 f ′(x) = − 1

x2
,

得

− 1

ξ2
=

1
b − 1

a

b− a
= − 1

ab
⇒ ξ = ±

√
ab

依不同假設得
√

ab, a, b > 0; −
√

ab, a, b < 0

�� ��習題解答 2.2.6.

位移函數 s(t) 是 v(t) 的反導函數, 所以

s(t) =

ˆ

sin t dt = − cos t + C

但由題意, s(0) = 0 ⇒ −1 + C = 0 ⇒ C = 1, 所以 s(t) = 1− cos t, 當 t = π 時, 車子正
好走到最遠點, 距離是 1− cos π = 2.

1
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�� ��習題解答 2.2.7.

令 f(x) = ln(1 + x), f ′(x) =
1

1 + x
. x = 0 顯然成立. 設 x > 0 由平均值定理知有

0 ≤ ξ ≤ x, 使得

f(x)− f(0)

x− 0
=

ln(1 + x)− 0

x− 0
=

1

1 + ξ
≤ 1 ⇒ ln(1 + x) ≤ x

−1 < x < 0 時也類似, 此時 −1 < x ≤ ξ ≤ 0, 因此 1

1 + ξ
≥ 1, 由 x < 0 得

ln(1 + x)

x
=

1

1 + ξ
≥ 1 ⇒ ln(1 + x) ≤ x

�� ��習題解答 2.2.8.

令 f(x) = x− tan−1x, 則 f(x) 顯然有一解 x = 0. 假設 a ̸= 0 是另一解, 由 Rolle 定理
知存在 ξ 在 0 與 a 之間使得 f ′(ξ) = 0. 但

f ′(ξ) = 1− 1

1 + ξ2
=

ξ2

1 + ξ2
> 0, � ξ ̸= 0

得到矛盾, 故假設錯誤, 因此 x = 0 是唯一解, 也就是說 y = x 和 y = tan−1x 只有一交

點.

�� ��習題解答 2.2.9.

(1) 令 f(x) = ln x, 假設 0 < a < b, 由平均值定理得

ln b− ln a

b− a
=

1

ξ
, a < ξ < b

但 a < ξ < b⇒ 1

b
<

1

ξ
<

1

a
, 所以

1

b
<

ln b− ln a

b− a
<

1

a
⇒ 1− a

b
< ln b− ln a <

b

a
− 1

注意若將此式同乘 −1, 得

a

b
− 1 > ln a− ln b > 1− b

a

形式相同, 表示此不等式對任何 a ̸= b, a, b > 0 皆正確.
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1 + ξ2
=

ξ2
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得到矛盾, 故假設錯誤, 因此 x = 0 是唯一解, 也就是說 y = x 和 y = tan−1x 只有一交

點.
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(1) 令 f(x) = ln x, 假設 0 < a < b, 由平均值定理得

ln b− ln a

b− a
=

1

ξ
, a < ξ < b

但 a < ξ < b⇒ 1

b
<

1

ξ
<

1

a
, 所以

1

b
<

ln b− ln a

b− a
<

1

a
⇒ 1− a

b
< ln b− ln a <

b

a
− 1

注意若將此式同乘 −1, 得

a

b
− 1 > ln a− ln b > 1− b

a

形式相同, 表示此不等式對任何 a ̸= b, a, b > 0 皆正確.2.3. 切線與線性逼近 41

(2) 由上式令 x =
b

a
, 可得不等式

1− 1

x
< ln x < x− 1, x > 0, x ̸= 1

令 x = 1 + r, 代入得

1− 1

1 + r
=

r

1 + r
< ln(1 + r) < r, r > −1, r ̸= 0

�� ��習題解答 2.2.10.

將實根由小到大排列 r1 < r2 < · · · < rk, 由 Rolle 定理知在 ri 與 ri+1 之間（其

中 i = 1, 2, · · · , k − 1）, 至少有一 ξi 滿足 f ′(ξi) = 0, 因此 f ′(x) 至少有 k − 1 根

ξi < ξ2 < · · · < ξk−1.

�� ��習題解答 2.2.11.

由上習題, 若 f(x) 有 k 相異實根, 則 f ′(x) 至少有 k − 1 相異實根; 又 f ′′(x) = (f ′(x))′,
再用一次習題性質, 知 f ′′(x) 至少有 (k − 1)− 1 = k − 2 相異實根; 但 f ′′′(x) = (f ′′(x))′,
再用一次習題性質, 知 f ′′′(x) 至少有 (k − 2) − 1 = k − 3 相異實根; 以此類推, 可得
f (i)(x) 至少有 k − i 個相異實根. 因此 f (k−1)(x) = 0 必至少有 1 實根.

2.3 切線與線性逼近�� ��習題解答 2.3.1.

(1) 令 f(x) = sin x, 則 f ′(x) = cos x. 當 h 很小時,

f(h) = f(0 + h) ≈ f ′(0) · h = cos 0 · h = h

將這個任意取的 h 記成 x, 則 sin x ≈ x.
(2) 令 f(x) = ln x, 則 f ′(x) = 1

x . 當 h 很小時,

f(1 + h) ≈ f ′(1) · h = 1 · h = h

h 是任意夠小的數, 令 x = 1 + h, 上式變成 ln x ≈ x− 1.
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(2) 由上式令 x =
b

a
, 可得不等式
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=
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再用一次習題性質, 知 f ′′′(x) 至少有 (k − 2) − 1 = k − 3 相異實根; 以此類推, 可得
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(1) 令 f(x) = sin x, 則 f ′(x) = cos x. 當 h 很小時,

f(h) = f(0 + h) ≈ f ′(0) · h = cos 0 · h = h

將這個任意取的 h 記成 x, 則 sin x ≈ x.
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x . 當 h 很小時,
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