
微乙小考三 (2017/4/13)

1. (6分)計算

∫ 2

0

(∫ 2

x

cos y2dy

)
dx 之值。

sol: 由於無法直接對y積分，因此我們改變積分順序如下（可以透過高中所學的線性規劃之方法考察

其邊界所形成的二元一次不等式來處理）： 0 ≤x ≤ 2

x ≤y ≤ 2
⇒

 0 ≤x ≤ y

0 ≤y ≤ 2

據此可將所求的重積分改寫並計算如下∫ 2

0

(∫ 2

x

cos y2dy

)
dx =

∫ 2

0

∫ y

0

cos y2dxdy

=

∫ 2

0

x cos y2
∣∣y
0
dy

=

∫ 2

0

y cos y2dy

=
sin y2

2

∣∣∣∣2
0

=
sin 4

2

2. (7分) 假設 Ω 是 {4 ≤ x2 + y2 ≤ 9}, {x ≥ 0} 和 {y ≥ 0} 在平面上的交集。求

∫∫
Ω

e(x2+y2)dA

sol: 由於區域的形式、被積分函數中出現x2 + y2，可以推測應使用極座標變換：

x =r cos θ

y =r sin θ
，如此

有x2 + y2 = r2，故有
{

4 ≤ x2 + y2 ≤ 9
}

{x ≥ 0}

{y ≥ 0}

⇒


{2 ≤ r ≤ 3}{

0 ≤ θ ≤ π

2

}
∪
{

3π

2
≤ θ ≤ 2π

}
{0 ≤ θ ≤ π}

其中由後兩式可得範圍為
{

0 ≤ θ ≤ π
2

}
，因此所求為∫ π

2

0

∫ 3

2

er
2

rdrdθ =

(∫ π
2

0

dθ

)(∫ 3

2

er
2

rdr

)
=
π

2
· e

r2

2

∣∣∣∣∣
3

2

=
(e9 − e4) π

4

3. (7分) 試求 g(x, y) = x3 − 3xy2 在 x2 + y2 = 9 限制條件下的最大值和最小值。

sol: (方法一) 由於x2 + y2 = 9，因此y2 = 9− x2，故g函數可以表達如下

x3 − 3x
(
9− x2

)
= 4x3 − 27x

其中由限制條件可以留意到x介在−3至3之間（含）。
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因此題目可視為令f (x) = 4x3−27x，求f在[−3, 3]之間的最大值與最小值。為此我們解f ′ (x) =

12x2 − 27 = 0，可得x = ±3

2
，故得

f

(
−3

2

)
= 27 ； f

(
3

2

)
= −27

此外最大值與最小值也可能發生在邊界上，因此代入x = 3與x = −3可得f (3) = 27、f (−3) =

−27。

因此最大值為27，而最小值為−27。

(方法二) 運用拉格朗日乘子法，設拉格朗日乘子函數F為

F (x, y, λ) = x3 − 3xy2 − λ
(
x2 + y2 − 9

)
據此解聯立方程組：

Fx (x, y, λ) =3x2 − 3y2 − 2xλ = 0

Fy (x, y, λ) =− 6xy − 2yλ = 0

Fλ (x, y, λ) =−
(
x2 + y2 − 9

)
= 0

由第二式可得2y (3x+ λ) = 0，故y = 0或λ = −3x。

∗ 若y = 0，則由第三式可知x = ±3，即座標為(3, 0)或(−3, 0)。

∗ 若λ = −3x，則代入第一式可得9x2 = 3y2，代入第三式則有4x2 = 9，因此x = ±3

2
，

而y = ±3
√

3

2
。檢驗可得座標為

(
3

2
,±3
√

3

2

)
或

(
−3

2
,±3
√

3

2

)
。

代入座標可發現

g (3, 0) = g

(
−3

2
,
3
√

3

2

)
= g

(
−3

2
,−3
√

3

2

)
= 27

g (−3, 0) = g

(
3

2
,
3
√

3

2

)
= g

(
3

2
,−3
√

3

2

)
= −27

因此最大值為27，而最小值為−27。
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