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摘要

效率市場假說 (efficient market hypothesis； EMH)的存在使得財務市場的資產定價不容易有套利空間，但是因為財務資料具有獨特的價格波動聚集( volatility clustering) 效果，使得波動性的預測變得可以預測與掌控，應用在衍生性金融商品如選擇權，通貨交換，換匯換利上可能都有獲利空間。本文將深入探討波動的觀念及如何具體的模型化。我們由現今常用的自我迴歸型式的條件變異數不齊一性 (autoregressive conditional heteroscedasticity; ARCH) 模型出發，談論其後續發展，如 GARCH, GARCH in mean, nonlinear GARCH, threshold GARCH, exponential GARCH, Markov-switching GARCH, fractional integrated GARCH﹐等等。我們並簡要說明估計及檢定應注意的地方。最後我們提出目前可以發展的新方向Markov-switching fractional integrated GARCH模型。我們並以台灣股票市場加權指數及 S&P 500 的資料做一實證的討論。

第一節  緒 論
財務經濟學：不可套利 (no arbitrage)

CAPM APT； EMH 都是均數、變異數分析的延伸；報償與風險的替代 

ARCH 族模型：解釋金融資產價格波動的聚集性( volatility clustering) 

Engle (1982) 發現：大的波動往往伴隨著大的波動，提出自我迴歸型式的條件變異數不齊一性 Autoregressive Conditional Heteroscedasticity; ARCH

非條件變異數(unconditional variance) 與 條件變異數(conditional variance)

具有參數化隨機過程 (parametric stochastic process) 的模型
ARCH 族具有高度的非線性， ARCH 族模型的估計方法及檢定有密切的關係。


使用非線性反覆的演算法，模型的估計的方向向量及檢定的統計量都可由人造輔迴歸 (artificial regression) 的架構來看 

第二節  ARCH 族模型的發展
    Engle (1982) 假定 
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 表示一個間斷時間隨機過程的實際值，
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 為一個訊息集， ARCH(q) 的模型就可表示為 
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而將 ARCH(p,q) 的模型與一般迴歸結合起來，就是 ARCH 迴歸模型。它是假定 
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 成為線性迴歸模型的干擾項
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其中 
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 是因變數，
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 是解釋變數的向量，
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 是未知參數的向量
加入一個固定的落後架構 (lag structure)。如設定
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Bollerslev (1986) GARCH 模型
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這裡 
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Engle、Lilien 和 Robins (1987) 提出 ARCH-in-mean 模型
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其線性的模型也就寫為
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槓桿效果(leverage effect)：資產報酬率和波動性呈負相關的特性
GJR 模型
(5)             
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Nelson (1991) 的 Exponential GARCH 或 EGRACH 模型
(6)             
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金融資產隨機變數往往具有尖峰態或尾端肥厚的分配現象， Bollerslev (1987) 使用 t 分配；Jorion (1988) 使用 Normal-Poisson 混合函數.....

Engle 和 Gonzalez-Rivera (1989) density estimator等無母數設定半參數化 ARCH (semi-parametric ARCH) 。
多變數的模型與財務理論的多因子 (multi-factors) 或隱藏因子(latent factors) 的均衡理論結合在一起
Hamilton and Susmel (1994)將馬可夫狀態變換的想法落實在股價指數報酬率的估計上,建立了 SWARCH-L(k,q) 模型:
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實際報酬率資料往往有正負值比例相近的現象,因此假設
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;換言之,。
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 為常數,c>0 時表示槓桿效果存在。

t 期狀態
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。換言之, 此模型的架構基本上是一個 AR(1)-ARCH(q)模型: 以 AR(1) 描述報酬率
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及其干擾項之間的關係,而以 ARCH(q) 刻劃干擾項平方值的行為;但在 ARCH 設定中加入了槓桿效果,條件變異數的係數值則反映 k 個狀態的馬可夫變換而呈現比例性變動。
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必須注意的是,由於狀態變數
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的函數,因此
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的函數;考慮各種狀態組合, 
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種可能性。
各期條件密度函數之所以會有太多種可能狀況,最主要的關鍵在於函數中的
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包含了各前期的
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都是該期狀態的函數,從
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而也會是各前期狀態的函數。因此,若要大幅減少各期條件密度函數的數目,在計算
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時,必須用一個並非「狀態的函數」的替代變數取代各前期的
[image: image60.wmf]t

e

。

Gray (1996) 及 Dueker (1997) 使用替代變數

狀態條件機率加權平均的方式建立 GARCH設定下的馬可夫變換模型。
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如此一來,即使在 GARCH 或 FIGARCH 設定下,計算各期條件密度函數時只須對應當期狀態考慮 k種狀況即可。
SW(k)-FIGARCH-L(0,d,0) (緩長記憶現象與狀態變換)
標準的 AR(1) 形式,建立 SW(k)-FIGARCH-L(0,d,0) 模型如下:
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其中, 
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的定義及其隨機行為與 (3.2) 式相同。d=0 時 FIGARCH-L(0,d,0) 會簡化為 GARCH-L(1,0),從而 d=0 時 SW(k)-FIGARCH-L(0,d,0) 也會簡化為SW(k)-GARCH-L(1,0);此外,當
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, 也就是無狀態變換時,SW(k)-FIGARCH-L(0,d,0) 會簡化為 AR(1)-FIGARCH-L(0,d,0);d=0 且
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時則簡化為 AR(1)-GARCH-L(1,0)。

我們所建立的 SW-FIGARCH-L 模型是SW(k)-FIGARCH-L(0,d,0),而非更一般化的 SW(k)-FIGARCH-L(p,d,q),理由有二:首先,當 d=0 時, SW(k)-FIGARCH-L(0,d,0) 可簡化為SW(k)-GARCH-L(1,0) 的形式; 換言之,  SW(k)-FIGARCH-L(0,d,0)中所捕捉的短期動態行為是各期的槓桿效果而非各期的第1階 ARCH 效果。在條件變異數方程式中, 槓桿效果及第1階 ARCH 效果都是
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的係數, 然而Hamilton and Susmel (1994) 以 SWARCH-L(3,2)、 SWARCH-L(4,2)估計美國的股價指數報酬率資料, Chen and Lin (1999) 以 SWARCH-L(2,2)、SWARCH-L(3,2) 估計台股指數報酬率資料,結果都顯示:第1階 ARCH 效果十分不顯著; 相對的, 同是
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的係數, 槓桿效果卻非常顯著。我們也曾嘗試納入第1階 ARCH 係數, 估計 SW(3)-GARCH-L(1,1), 然而 ARCH係數在估計過程中總是不停地向0靠近,無法收斂。因此,放棄第1階 ARCH設定而僅以槓桿效果設定捕捉短期動態行為似乎是可以接受的。
此外, 一旦 p或 q 不為0, 部分差分係數數值的正負大小都將受到很大的限制。以 FIGARCH(1,d,1) 為例:
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Chung (1998) 認為, 為保證上式中的ht不為負,有必要限制
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。 然而,我們之所以要在馬可夫變換模型中加入部分整合設定, 主要是想藉由部分差分係數d 捕捉
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「可能存在」的緩長記憶或中等記憶;在估計中保留
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短期行為的捕捉,但卻必須付出參數增加、模型複雜化、限制 d>0等代價。相形之下,保留部分差分係數數值正負的彈性, 而利用各期槓桿效果捕捉短期行為,似乎是一個較理想的選擇。
SW(k)-FIGARCH-L(0,d,0) 的估計方法
由於樣本前數值並不可得, 我們假設
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此外,我們採 Chung(1998) 的建議,

 令
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為使計算各期條件密度函數時只須對應當期狀態考慮 k 種狀況,在計算 ht 時必須以加權平均替代變數
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定義 
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則在常態分配假設下, 給定訊息
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令
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 所組成的向量。另定義預測機率 (prediction probability) 向量為
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換言之, 預測機率向量即是給定
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期訊息下,t期各狀態之發生機率所構成的向量。如此一來, 我們便可分別計算t期的期望條件密度函數及
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[image: image100.wmf]Q

代表所有參數。 同時亦可利用貝氏定理求得當期機率 (filtering probability) 向量:
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利用當期機率向量及狀態轉變機率矩陣即可求得下一期的預測機率向量:
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以上各式構成一個遞迴系統:
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*給定第1期的預測機率向量
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*利用 (4.12)、(4.13)、(4.14)、(4.15) 式可分別求得第2期的期望條件密度函數、
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換言之,只要給定第1期的預測機率向量
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,即可透過上述反覆運算得到各期的期望條件密度函數
[image: image120.wmf])

;

(

1

Q

-

t

t

Y

y

f

、當期機率向量
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、以及預測機率向量。將各期期望條件密度函數取對數加總, 即可求得近似對數概似函數:
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能使上述近似對數概似函數值達到最大的
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即是近似最大概似法的參數估

計值。

當期機率顧名思義是從當期的角度看當期狀態變數的機率。除此之外, 我們也可以求算「事後機率」(smoothing probability),從事後的角度看狀態變數的機率。 根據 Hamilton (1994),我們可利用各期當期機率向量及預測機率向量,透過下式以遞迴方式逐次求得各期的事後機率向量
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表示兩向量元素對元素相除。

第三節  ARCH 族的基本性質
介紹 ARCH 族的一般統計基本性質
   GARCH (p,q) 成為平穩型數列的條件
   與 ARMA 數列的關係
   第 2m 階動差存在的充分必要條件，
   GARCH(1,1) 模型的條件分配為常態分配，但它的非條件分配卻是尖峰態 

定理一：(2) 下的 GARCH(p,q) 模型是平穩型的時間序列，均數 
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另一種表達 GARCH(p,q) 模型的方式
(10)        
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定理二：對於一個 GARCH(1,1) 模型 (1) (10) ，第 2m 階動差存在的充分必要條件為
(12)        
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這裡 
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GARCH(1,1) 模型中
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及
(14)       
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所以，超額峰度係數 (excess kurtosis) 是
(15)        
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條件變異數與非條件變異數
(16)        
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第四節  GARCH 模型的估計
GARCH (p,q) 樣本數為 
[image: image144.wmf]n

 的對數概似函數如下：
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由於 information matrix 是 block diagonal ，交叉項為零，故變異數參數與平均數參數可以分開估計。對變異數的參數微分產生，
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其中 

(21)     
[image: image149.wmf]¶

¶

b

¶

¶

h

w

z

h

w

t

t

i

t

i

p

=

+

-

=

å

1

1

 

而 Hessian 取條件期望值後
(22)     
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它的一致性估計式稱為 empirical Hessian 可表為
(23)     
[image: image151.wmf]%

A

n

h

h

w

h

w

n

t

t

t

t

n

=

-

¢

-

=

å

1

1

2

2

1

¶

¶

¶

¶


information matrix equality White (1982)，   
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 ，它的一致性估計式稱為 OPG (outer product of the gradient) 則以
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對平均數的參數微分產生，
(26)    
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(27)  
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其中
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因為 
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，(27) 中只有第一項和第二項期望值不是零，加上 
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要獲得最大概似估計，非線性反覆的演算法 (iterative algorithm) 計算程序
(30)    
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其中 Hessian 
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 是步長變數
(一) Scoring 演算法
(31)    
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Information matrix 
[image: image170.wmf]I

E

l

t

t

n

(

)

(

)

q

¶

¶q¶

q

=

-

¢

=

å

2

1

 替代負的 Hessian

Engle (1982) ARCH(q) 模型以 Scoring 演算法為基礎，block diagonal 下 ，故平均數參數 b 可與變異數參數 w 分開來估計，則 w 的估計可以寫成
(32)     
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[image: image173.wmf]¶
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 是一個方向向量 (direction vector)，它可以用一 Gauss Newton regression 的人造輔迴歸 (artificial regression) 來產生
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平均數參數 b 的估計
(34)  
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[image: image178.wmf]=
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方向向量必須經由 DLR (double length regression)的人造輔迴歸來產生，
(35)        
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(二) BHHH 演算法： 因為 GARCH(p,q) 模型，(21) (28) 具有遞迴項 (recursive terms)，為了演算方便 Bollerslev(1986) 建議採用 BHHH 演算法
(36)     
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以 OPG (outer product of the greident) 
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(三) quadratic hill-climbing 演算法
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這裡正數 
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 隨反覆運算過程而便動，
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第五節  GARCH 模型的檢定
GARCH (p,q) 模型的檢定，Engle 和 Kraft (1983) 將條件變異數方程式分成
     
[image: image192.wmf]h

z

w

t

t

=

¢
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檢定 
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，以 empirical Hessian 為 information matrix 的統計量
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其中 
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 並代入 
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 之下的估計值。
Brush 和 Pagan (1980) 對 LM 檢定的證明
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由受限制的迴歸式，以 BHHH 演算法得到殘差及 
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 之下的估計參數，再跑 G-N 輔迴歸得到 
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 之間相關係數的平方。
因為加減一個常數並不影響 
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 故 LM 統計量亦可以說是 
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 做迴歸，求算 
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 的結果。
Bollerslev (1986) 提出另一種輔迴歸    
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這裡的 
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 是在對立假設下由 BHHH 演算法第一次演算值的 OLS 輔迴歸式獲得，啟始值是以 
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 之下的估計參數值。也就是 OPG 輔迴歸，
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定理一： GARCH (p,q) 模型的檢定可以 

         (一) Score 函數及實證 Hessian 為訊息矩陣計算 LM 檢定的統計量；
         (二)由受限制的迴歸式出發，用演算法求解後得到的殘差及 
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 之下的估計參數，再跑 G-N 輔迴歸得到 
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 (這裡稱為 
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) 計算 LM 檢定的統計量；
         (三)由 BHHH 演算法第一次演算值的 OLS 輔迴歸式獲得的 
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 (這裡稱為 
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) 計算 LM 檢定的統計量。
三種 LM 檢定之統計量漸近分配相同。
證明： 將三種 LM 檢定之統計量展開如下，
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其中 
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其中 
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比較三者的差異，以 LM1a 為基準，
LM1b 是 LM1a 乘以 
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LM1c 是 LM1a 中的訊息矩陣以 OPG 取代，而其差別在於加總的過程中，
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因為 
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 的極限分配是 
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 的極限分配是 
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故 LM1a、 LM1b與 LM1c 的漸近分配相同。
推理一：小樣本下，以 LM1a 為基準與 LM1b 和 LM1c 做比較，LM1b 的 size 不會有明顯高估。 LM1c 的 size 則有明顯高估的現象。
因為 
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 的極限分配是 
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，是右偏分配。
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 仍為右偏分配，但 n 愈大 
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 經中央極限定理的作用後，愈接近於對稱分配。
故 LM1b 與 LM1a 差異並不大；因為 
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 的偏態係數的絕對值比 
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 大很多；顯示 
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 小的機率很高，取倒數之後，LM1c 比 LM1a 的統計量為大，故在
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 為真之下拒絕 
[image: image254.wmf]H

0

 的次數就會較多。
第六節  蒙地卡羅模擬與台灣資料的實證
表一：各測驗法則的顯著水準測驗，各數值的由來為根據 (17) 式以 1000 次模擬在不同樣本數下電腦模擬的結果。.

T=100

DGP







方法
LMa
LMb
LMc
LMa
LMb
LMc




1.3%
1.4%
3.9%
1.1%
1.1%
4.3%




4.8%
4.6%
9.8%
5.4%
5.6%
15.7%




9.5%
10.5%
16.4%
11.5%
12.0%
25.8%

T=200

DGP







方法
LMa
LMb
LMc
LMa
LMb
LMc




1.4%
0.9%
2.4%
1.7%
1.9%
3.1%




4.9%
5.1%
7.7%
5.2%
5.4%
11.5%




10.5%
9.5%
13.3%
11.3%
12.1%
19.5%

T=400

DGP







方法
LMa
LMb
LMc
LMa
LMb
LMc




0.7%
0.8%
2.1%
1.2%
1.5%
2.3%




4.9%
4.7%
9.1%
5.9%
5.7%
9.7%




8.7%
9.9%
17.5%
10.7%
10.9%
19.3%

T=800

DGP







方法
LMa
LMb
LMc
LMa
LMb
LMc




1.1%
1.0%
1.9%
1.2%
1.3%
2.1%




4.8%
5.1%
7.3%
5.8%
6.0%
7.7%




9.7%
8.5%
13.3%
11.1%
11.5%
12.9%

註：

為顯著水準
表一： 台灣資料的實證分析的結果。
甲、統計值：

原始資料
AR(1)

平均數
-0.000069739
 5.34844D-12

標準差
 0.024230
 0.024154  

偏態係數
-0.11661  (-1.7165)
-0.099713  (-1.4672)

峰態係數
 0.95260  (7.0109) 
 0.96768   (7.1192)

   說明：1、第二欄 AR(1) 是指股票指數報酬率對其一次落後項進行迴歸
            分析後，依據殘差項計算的統計量。
         2、括弧中的數字代表 t-value.

乙、AIC 值：
落後期              
AIC 值
落後期
AIC 值

1
-7.44587
6
-7.66196

2
-7.66516
7
-7.65949

3
-7.67896
8
-7.66208

4
-7.66241
9
-7.65817

5
-7.66676
10
-7.66411

表：台灣資料的實證，ARCH 族模型的配適結果。
丙、GARCH (1,1) 模型
 y(t) = m(t) + e(t);  e(t)|I(t-1) ~ N[0,h(t)]

 m(t) =  par( 1) + par( 2)*x(t,1) 

 h(t) =  par( 3) + par( 4)*h(t-1) + par( 5)*sq(e(t-1)) 

 loglikelihood 函數值:    3218.281805905

             係數估計值     標準差         t-值
 par(1)      0.000312162    0.000457473    0.682362227

 par(2)      0.059909906    0.029144063    2.055646987

 par(3)      0.000006642    0.000001747    3.802544876

 par(4)      0.882661240    0.014271974   61.845772842

 par(5)      0.103807263    0.013537313    7.668232461

 診斷性檢查: 

 LM(1) adding sq(e(t-2)) in var eq.  :               1.5024

 LR( 3) for Ho: constant mean & var. :             457.7821

 Coeff. of Skewness for normalized residuals  :     -0.1301

 Coeff. of Kurtosis for normalized residuals  :      4.0284

 Ljung-Box(12) for normalized residuals       :     13.4238

 Ljung-Box(12) for normalized residual-squares:      6.3461

4

_1013843755

_1013843896.unknown

_1015260648

_1015260667

_1015260677

_1015260682

_1015260684

_1015260685

_1015260683

_1015260679

_1015260680

_1015260678

_1015260672

_1015260674

_1015260675

_1015260673

_1015260670

_1015260671

_1015260668

_1015260658

_1015260662

_1015260665

_1015260666

_1015260664

_1015260660

_1015260661

_1015260659

_1015260653

_1015260655

_1015260656

_1015260654

_1015260651

_1015260652

_1015260649

_1013843927.unknown

_1015260630

_1015260639

_1015260643

_1015260646

_1015260647

_1015260645

_1015260641

_1015260642

_1015260640

_1015260634

_1015260637

_1015260638

_1015260635

_1015260632

_1015260633

_1015260631

_1013843961.unknown

_1015260621

_1015260625

_1015260627

_1015260628

_1015260626

_1015260623

_1015260624

_1015260622

_1013843966.unknown

_1015260616

_1015260618

_1015260620

_1015260617

_1015260614

_1015260615

_1013843967.unknown

_1015260613

_1013843963.unknown

_1013843964.unknown

_1013843962.unknown

_1013843931.unknown

_1013843933.unknown

_1013843960.unknown

_1013843932.unknown

_1013843929.unknown

_1013843930.unknown

_1013843928.unknown

_1013843919.unknown

_1013843923.unknown

_1013843925.unknown

_1013843926.unknown

_1013843924.unknown

_1013843921.unknown

_1013843922.unknown

_1013843920.unknown

_1013843900.unknown

_1013843916.unknown

_1013843918.unknown

_1013843915.unknown

_1013843898.unknown

_1013843899.unknown

_1013843897.unknown

_1013843772

_1013843780

_1013843789

_1013843891.unknown

_1013843893.unknown

_1013843895.unknown

_1013843892.unknown

_1013843793

_1013843795

_1013843797

_1013843799

_1013843890.unknown

_1013843798

_1013843796

_1013843794

_1013843791

_1013843792

_1013843790

_1013843784

_1013843786

_1013843787

_1013843785

_1013843782

_1013843783

_1013843781

_1013843776

_1013843778

_1013843779

_1013843777

_1013843774

_1013843775

_1013843773

_1013843764

_1013843768

_1013843770

_1013843771

_1013843769

_1013843766

_1013843767

_1013843765

_1013843759

_1013843762

_1013843763

_1013843761

_1013843757

_1013843758

_1013843756

_1013843722

_1013843739

_1013843747

_1013843751

_1013843753

_1013843754

_1013843752

_1013843749

_1013843750

_1013843748

_1013843743

_1013843745

_1013843746

_1013843744

_1013843741

_1013843742

_1013843740

_1013843731

_1013843735

_1013843737

_1013843738

_1013843736

_1013843733

_1013843734

_1013843732

_1013843726

_1013843729

_1013843730

_1013843727

_1013843724

_1013843725

_1013843723

_1010523232.unknown

_1010526664.unknown

_1013843714

_1013843718

_1013843720

_1013843721

_1013843719

_1013843716

_1013843717

_1013843715

_1013843710

_1013843712

_1013843713

_1013843711

_1013843708

_1013843709

_1010526993.unknown

_1013843707

_1010527068.unknown

_1010526955.unknown

_1010526978.unknown

_1010526887.unknown

_1010524079.unknown

_1010526382.unknown

_1010526439.unknown

_1010526616.unknown

_1010526410.unknown

_1010524389.unknown

_1010524484.unknown

_1010524533.unknown

_1010524572.unknown

_1010524587.unknown

_1010524500.unknown

_1010524431.unknown

_1010524471.unknown

_1010524402.unknown

_1010524254.unknown

_1010524335.unknown

_1010524093.unknown

_1010523861.unknown

_1010523987.unknown

_1010524010.unknown

_1010523924.unknown

_1010523590.unknown

_1010523799.unknown

_1010523528.unknown

_1010323768.unknown

_1010522439.unknown

_1010522543.unknown

_1010522984.unknown

_1010523110.unknown

_1010523031.unknown

_1010523080.unknown

_1010522686.unknown

_1010324382.unknown

_1010491282.unknown

_1010522068.unknown

_1010522207.unknown

_1010522404.unknown

_1010491310.unknown

_1010324580.unknown

_1010491141.unknown

_1010491168.unknown

_1010324680.unknown

_1010324524.unknown

_1010323950.unknown

_1010324175.unknown

_1010323892.unknown

_1010316978.unknown

_1010318364.unknown

_1010318706.unknown

_1010323546.unknown

_1010318567.unknown

_1010318217.unknown

_1010318276.unknown

_1010318110.unknown

_895577531.unknown

_895577562.unknown

_895577577.unknown

_895577578.unknown

_895577576.unknown

_895577560.unknown

_895577561.unknown

_895577532.unknown

_881079868.unknown

_881079884.unknown

_895577466.unknown

_895577530.unknown

_895577472.unknown

_895577425.unknown

_895577368.unknown

_881079876.unknown

_881079883.unknown

_881079875.unknown

_881079557.unknown

_881079867.unknown

_881079533.unknown

